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Ey, schafft das

Hinweis: Aufgaben und Kapitel mit einem * sind fiir Studierende der Mathema-
tik und Physik gedacht.
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Kapitel 1

Logische Zeichen und Mengenlehre

1.1 *Logik*
Aufgabe 1

(i) Schreiben Sie den folgenden Satz in Quantorenschreibweise und bilden Sie
die Negation.

Die Menge M ist nach oben beschrankt.
(ii) Schreiben Sie den folgenden Satz in Quantorenschreibweise und bilden Sie
die Umkehrung, sowie die Kontraposition.

Ist Menge A Teilmenge von M, so folgt, dass jedes Element x aus A auch in M liegt.

Aufgabe 2

Gegeben sind die logischen Aussagen:

p : /2 ist eine rationale Zahl

q : Die Gleichung 2® = —8 hat eine Lésung im Bereich der reellen Zahlen
r : 4 ist eine Primzahl

s

: Die Funktion f(x) = /4 — 2z hat den Definitionsbereich (—oo, 2].

Bestimmen Sie den Wahrheitswert der Aussagen p; ¢;r; s und der Aussage

(pPAG)V(rAs).
Fiir den Wahrheitswert von s bitte eine kurze Begriindung angeben.

Aufgabe 3

Zeigen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln, dass folgende Aussagen logisch aquiva-
lent sind:

pA(gVr)und (pAgq)V(pAr).



Kapitel 1 Logische Zeichen und Mengenlehre

1.2 Mengen und Intervalle

Aufgabe 1

Gegeben sind die folgenden Mengen:

A={zeN|[1<z<6)
B={zeR|z>4}
C={zxeN|z <4}

Beschreiben Sie die Mengen: ANB,AUBUC,(ANB)UC, AN (BUC).
Antwort: {4,5,6},{1,2,3} U[4;00),{0,...,6}, A.

Aufgabe 2

Gegeben sind die folgenden Mengen:

A={z|z€RAZ*-5x+4=0}
B={z|reRAz*+5x—6=0}
C={r|zeRAN2*— 42 =0}

Bestimmen Sie:
a) AUB, AUC, AUBUC
b) AnNB,CNnB,ANBNC
c) A\B, A\C
d) B\A, C\B

Aufgabe 3

Gegeben sind die folgenden Mengen:

A={z |z eRA2* <16}
B =[3,6).

Bestimmen Sie:
a) AUB
b) ANB
c) A\B
d) B\A



Kapitel 2

Rechnen mit reellen Zahlen

2.1 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

(Bronstein 2.4.3)

Aufgabe 1

Vereinfachen Sie:
)
a) r Y

oy 34
b) a* — 2ab + b* — 2a + 2b + 1,

11
)T T

a a?

1 ' x 2

d)

I’y_l : ny—lx—fS ’
1

a3yt gy 3%

e) :
e R ek

p r (120)°
SERRCRE
h) Va2b - Va2bt,
i) va (VO;TL; i

3

Antwort: a) zy, b) (a —b—1)% ¢) a, d) 1, e)

%, f) bc*™, g) 27, h) ab, i) 1.



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Aufgabe 2

Berechnen Sie:
a) \/21/2v/2,

b) V3-3712.97.972,
c) 38 . 9v2
d) 52-V5 . 953V5

¢) [(a!/?+012) - (a2 4 5bY/2) — (al/2 4 261/2) - (/2 — 261/)] : (20 + 3v/ab).

Antwort: a) v/32, b) 1, ¢) 1, d) 25, e) 3 /2.

a

Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass 4V2 < 8 ist.

Aufgabe 4

Berechnen Sie (effizient und ohne Taschenrechner)!

a) (8000°)%/1°

(3244.3—3,5_31/5)—2
b) 3‘371.9

log,6(2)
Antwort: a) 20; b)3%7; ¢) —3; d) —2; e) 5; f) v/5; g) 3; h) 1

Aufgabe 5

Schreiben Sie als Potenz von al

a) i"’/laT’
b) y/aa/a



2.1 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

¢) y/(a®)’

d) \6/((&2)3>4 g2

Antwort: a) a”3; b) af; ¢) a?; d) a2

Aufgabe 6

Berechnen Sie:

a) V16 - 49 - 121,
144 - 64

b) 4/

A T

¢) /0,04 - /0, 0004,

Q /0,09 — 0,2
/0,00 + 0,2’
0 /0,0049
/0,49
32 \* [6+5/2 1
p (V32 ) _[045V2 1, ae
22 — 2 2/2—-2 2
g) /38
h) 4+/3 + 3+/24 + /—375.
i) /(=2)*
j) /512
5
k)
1) 5v/135

¥625mad3
¥5md

m)

p) (Ve 27)’
q) V327

6v/65-49

V21653 7
Antwort: a) 308; b) 6,4; ¢) 0,004; d) 0,2; e) 0,1; ) 0 g) %; h)5-v/31) 2;j) 8
k) 2;1) 3-5%3 m) 5md?3;n) 3;0) 9;p) a-3;q) 3;1) 1.

r)



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Aufgabe 7

Schreiben Sie die Briiche so, dass keine irrationale Zahl im Nenner steht:
1

a) o1
S

VI8 + /72

16 — 12¢/8

‘) IS — VIS
d) M'
byv/a — av/'b
Antwort: a) v2+1,b) 2, ¢) 2v/2 -6, d) %

Aufgabe 8

Kiirzen Sie die Ausdriicke:

n+2+\/n2—4 n+2—\/ - . 2
a) + furn >4,
n+2—vn>—4 n+2+vVn?—
b) \/a—l—b—\/a—b_\/a—l—b—l—\/a—b bva? — b2
Va+b++va—-b Va+b—+a—1b 4

Antwort: a) n, b) 3 (b* — a?).

fir a > b > 0.

Aufgabe 9

Berechnen Sie:

a) log, 4, b) logz3,  c¢)log 52, d) log;, 1, e) log1 27,
f) 10g3 367 g) loga CL37 a > 07 a 7é 17 h) 10g2 \3/%7 1) 1Og3 \B/ﬁa

D(3)°, 10 250t g e,

Antwort: a) 2, b) 1, ¢) 2,d) 0, e) =3, f) 2+1logs4, g) 3, h) 3, 1) 2,j) 17, k) 3.

Aufgabe 10

logs © = a. Berechnen Sie log,, =.

Antwort: %a



2.2 Summen und Produkte

Aufgabe 11

Schreiben Sie in einen Logarithmus!

a) iln(z?+1)+ ZIn(z? — 1)%/4

b) log(8(x + 1)) — 3log;y(2)

Antwort: a) 1 In(z* — 1); b) log;o(z + 1)

Aufgabe 12

Formen Sie in einen Logarithmus (der Form log, 2°) um!
a) log,z + 1log,(z — y) + 1 log,(z + y)
b) log,(z3 + 22%y + xy?) — log, ()

Antwort: a) loga(mM); b) log, ((z +y)*)

Aufgabe 13

Beweisen Sie:
log,,2 =logs;2-log, 3 -logs4-...-log;y9.

2.2 Summen und Produkte

(Bronstein 1.1.2.1)

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die ersten 3 Glieder. 37?;41 n=12;..

.31-1 _ 2.32-1 _ 5.33-1 _ 8.
Antwort: S = 5.5 = 55T = 7

Aufgabe 2

Schreiben Sie mit Hilfe des Summenzeichens:
a)4+54+6+7+8+9+10,

b) 2+ 5+ 10+ 17 4 26 + 37.

Antwort: a) 312, 7, b) >0, j2 + 1.



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Aufgabe 3

Schreiben Sie ausfiihrlich ohne Hilfe des Summenzeichens:
a) Yi_o(—1)70%,

o=2
b) Xhoo(k +2)° (1)),

NI

Antwort: a)=b) 4 —9+16 — 25+ 36 — 49, ¢) (g) (g) v+ (111) (3) ab® + (3) (3) a’b+

0)6)e
Aufgabe 4

Berechnen Sie die Grenzwerte der nachstehenden Folgen fiir n — oo, falls sie
1+2+3...+n

n2

existieren. a) a, =

b) b, = vVn?+n—n.

Hinweis: Denken Sie auch mal wieder an die Binomischen Formeln.

Antwort: a) 1/2, b) 1/2.

bl

Aufgabe 5

Berechnen Sie folgende Summen und Produkte!
6

a) > (j+2)

Jj=2

d) n! = J]i Berechnen Sie 5! ohne Taschenrechner!!!
i=1

Antwort: a) 30; b) 1; ¢) 24; d) 120

Aufgabe 6

5 3
Berechnen Sie folgende Doppelsumme! S>>k —2jk+3)

j=3k=1
Antwort: 51



2.3 Pascalsches Dreieck und binomischer Lehrsatz

2.3 Pascalsches Dreieck und binomischer Lehrsatz

Aufgabe 1

Berechnen Sie mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes.
a) (a+b)°

b) (a—0)°

c) (2a +z)*

d) (3a — 2b)°

Aufgabe 2

Zeigen Sie die folgenden Beziehungen fiir Binomialkoeffizienten.

2 (1) =)
0 () ()= ()
*Aufgabe 3*

Zeigen Sie die folgenden Beziehungen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes.

Y (Z) — "

b) fé(l)k(}i) 0

k=0

*Aufgabe 4%

Berechnen Sie das konstante Glied von
1 6
4 — | .
< T 23:)
2.4 Losen von Gleichungen und Ungleichungen

(Bronstein 1.4.3)



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Aufgabe 1

Losen Sie die folgenden Gleichungen und Ungleichungen in R:
a) 22 + 2z — 35 =0,

b) 622 +x — 1 <0,

¢) 2 +2x+5=0,

d) =32*+z—-5<0,
1

¢) x2—|—5x—|—4<
T +95

f) 4—x§0’

x+3>a:—1

r—3 x+5

1—2x 1+
Itz 1+2c

22 —4

x? —bx

, 202 — To — 29

J)1<—$2_2$_15 < 2.

Antwort: a) x = =7V 2z =5,b) —1/2 < x < 1/3, ¢) nicht l6sbar, d) = beliebig,

e) d<zrx<-Lfle<-bVer>4¢g) -b<z<—-1Ve>3 h) -1l<zx<-1/2

i) 2<x<0V2<z<bj 2<zx<l/3Ve>T

0,

g)

h)

i)

< 0,

Aufgabe 2

Losen Sie die Gleichungen:
a) [z +1] =3,

b) [z +1| = |z — 1],

¢) |+ 1|+ 2|z — 1| =5,
d) |1 — 22|+ |22 — 6| =z,
e) |4 —2z|+|—x+3|=5,
f) |22 — Tz + 8| = 2.

Antwort: a) t = —4Vz =2 b)x=0,¢c) x = —4/3Vx =2, d) Widerspruch,
e)r=2/3Ve=4,flza=1Ve=2Ve=5Vae=0.

Aufgabe 3

Losen Sie die Ungleichungen:

10



2.4 Lésen von Gleichungen und Ungleichungen

a)2(x —3)+5<3(2x—-7)—2,
b) 2z + -5 <10+ 5,
0%~}

Antwort: a) x > 5,5;b) x <2 oder 2 < x <5;¢) x> 3.

T
> 6

Aufgabe 4

Bestimmen Sie den Geltungsbereich der Ungleichungen!
a) 2(x —1)(z +2) <0,

b)%g@

y2—1
c) 1 >0

d) (z+1)(z—3)z<0.
Antwort: a) z € {] —2,1[}

b) x e {] -5 —0.5U[3,+oo[})
¢)y>1d)ze{]—o0,—1U[0,3]}.

Aufgabe 5

Losen Sie folgende Gleichungen:

3 32
a) \/4x+1+wa:+19=L; b) 10* —101- 10" = —100;
r + 19
¢) In(z*> —2r—1)+In2 = In(2 — 21); d) e —5.¢"+6=0
e) V3+zx—+Vr—1=+3r+1; f) 2" —3-e*+5=0.

Antwort: a) t =6;d) x; =In2, o =In3;e) z = 1;

Aufgabe 6

Losen Sie die Gleichungen!

a) 2. 72+ 4+ 3. 76340 = 161

b) 9(z+2) — 97(z—1)

C) 22 + 2(2x+1) 147 =16

d) 6776+ = %

Antwort: a) z=—-1;b)z=T7;¢c)z=1;d) 2 =0

11



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Aufgabe 7

Fiir welche Werte von k hat die folgende Gleichung reelle Losungen?
v —dr+5=k

Antwort: £ =1 eine Losung; k > 1 zwei Losungen; & < 1 keine

2.5 *Vollstandige Induktion*

Aufgabe 1

Zeigen Sie die Giltigkeit der folgenden Gleichungen mit Hilfe von vollsténdiger
Induktion

" n(n+1) " 1 n
k= ——7— N; b = N
a)kz::l g e )kz::lk:(k:Jrl) n+1’ne ’
L 1)(2 1 L
c)z:kQ:n(n+ é(n—l— ),neN; d)Y 28 =2""1 1 neN,
k=1 k=0

indem Sie wie folgt vorgehen:
i) Zeigen Sie die Giltigkeit einer Gleichung explizit fiir einen Anfangswert n!

ii) Unter der Annahme, dass die Gleichung fiir ein beliebiges n > ng gilt, zeigen
Sie, dass sie auch fiir einen beliebigen Nachfolger gilt.

Aufgabe 2

Beweisen Sie die Bernoullische Ungleichung:

Sei x > 1, so gilt: (1 + )" > 1+ nx, fur alle n € N.

12



Kapitel 3

Funktionen

3.1 Lineare Funktionen

(Bronstein 2.1.6, 1.6.2, 1.4.3)

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Schnittpunkte des Graphen der Funktion f : x — az + b mit
den Koordinatenachsen.

Antwort:

a) a # 0: zwei Schnittpunkte (0,b), (—b/a,0);

b) a = 0, b = 0: Graph identisch mit der z—Achse, d.h., ein Schnittpunkt mit der
y—Achse (0,0), keine Schnittpunke mit der x—Achse;

c) a =0, b # 0: ein Schnittpunkt mit der y—Achse (0,b), keine Schnittpunke mit
der z—Achse.

Aufgabe 2

Ermitteln Sie die lineare Gleichung f(x) = ma + ¢ fir folgende Punkte!

a) (2,0),(0;1)
b) (1;0),(1;1)

c) (-2-2),(1-2)
d) (0:2),(337;2)
e) (-1;6),(0;1)

f) (-5;-1.5),(5;0.5)

Antwort: a) f(zr) = —0.52 + 1; b) 2z = 1(keine Funktion); ¢) f(z) = —2;
d) f(x)=2;¢e) f(z)=—-bx+1;f) f(zr)=0.22-0.5

13



Kapitel 3 Funktionen

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die lineare Gleichung

a) fir den Punkt (—1; —3) und die Steigung —3!
b) fir den Punkt (10;20) und die Steigung 5!
Antwort: a) f(z) = —32 — ¥ b) f(z) = 5z — 30

Aufgabe 4
Gegeben ist die lineare Funktion f, welche durch die Punkte (0, 5[1) und (5| — 2)
geht.
a) Bestimmen Sie die Gleichung von f.
b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen von f.
¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt von f mit der Geraden g(z) = 2z + 2.
d) Welche Ursprungsgerade ist parallel (orthogonal) zu f.
Antwort: a) f(z) = —2x+3; b) 5:(2]0), S,(0 ] 3);¢) S(=11]2);d) y =3z

3.2 Quadratische Funktionen

(Bronstein 2.2, 1.6.2)

Aufgabe 1

Gegeben seien die Funktionen:

a) f: o222 —br+2,

b) f:ax— 2l +ax+1,

c) f:axw —4x?+122 -9,

d) f:ox— -2 +2+2.

Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen mit den Koordinatenachsen und
den Scheitelpunkt. Zeichnen Sie die Graphen.

Antwort:

a) Schnittpunkte: (0,2), (1/2,0), (2,0), Minimum: x = 5/4, f(5/4) = —9/8;
b) Schnittpunkte:(0, 1), Minimum: z = —1/2, f(—1/2) = 3/4;

c¢) Schnittpunkte: (0, —9), (3/2,0), Maximum: = = 3/2, f(3/2) = 0;

d) Schnittpunkte:(—1,0), (0,2), (2,0), Maximum: z = 1/2, f(1/2) = 9/4.

14



3.3 Polynome

Aufgabe 2

abc-Formel

Leiten Sie die abc-Formel x5 = AR VA ) VQ(ZZM durch Quadratkomplettierung
(a.k.a. quadratische Ergéinzung) aus az? + bx + ¢ = 0 her!

Aufgabe 3

Losen Sie die quadratischen Gleichungen:

a) 15(z — 2)? = 16(x — 2)

b) (x —5)?+ 2z +3)* = (z + 1)*+ 97

¢) 3y +4(y+1)2*=3

d) mnach c auflosen: ¢ + 2b + 2(c — 2b)? = —2a

Antwort: a) z = 2 Ve =24 b)er =4Ve=—4c)y=—-1Vy=—-1d)
c = ébj: v/ —8b%2—6a—6b
B 3

Aufgabe 4

Wenn die Funktion y = f(x) die Normalparabel ist, wie sehen dann folgende
Kurven aus?

a) y= f(z+3)
b) y= f(2x)
) y=1r(%)

Antwort: a) 3 nach negativen x verschobene Parabel; b) gestauchte Parabel; c)
gestreckt und 1/2 zu positivem x verschoben

3.3 Polynome
(Bronstein 2.2)

Aufgabe 1

Finden Sie ein Polynom vierten Grades, dessen Nullstellen bei x=1, x=2, x=3
und x=4 liegen und welches an der Stelle x = 5 den Wert 1 annimmt.
Antwort: o (z — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)

15



Kapitel 3 Funktionen

Aufgabe 2

a) Entscheiden Sie, ob das Polynom A(z) = 292° — 162 + 322 — 16 durch (x — 1)
teilbar ist.

b) Uberpriifen Sie, ob x=4 und x=>5 Nullstellen des Polynoms B(x) = z* — 92° +
21z% — 9z + 20 sind.

c) Zeigen Sie, dass das Polynom C(z) = pa® + q2® + ra* — ra? — qx — p durch
(x + 1) teilbar ist.

Antwort: a) A(1) =0,b) B(4) =B(5) =0,¢) C(—1)=0

Aufgabe 3

Bestimmen Sie den fehlenden Faktor.

a) (xt —32% + 32% — 4z + 3) = (v — 1) A(x),
b) (z* 4 323 — 1222 — 13z — 15) = (x — 3) B(x),
¢) (@® 4+ 622 4+ 62 +5) = (z + 5)C(z),
d) ( 4o + 222 — x — %) (2x 4+ 1)D(x),
e) (23 — 622 + 11z — 6) = (2% — bz + 6)E(z),

f) (z* + 323 — 122% — 132 — 15) = (2> + = + 1) F(2).

Antwort: a) A(z) = 23 — 222+ — 3, b) B(x) = 2° + 622 + 62 + 5, ¢) C(z) =
?+x+1,d) D(z) = —22* + 22— 2, e) E(z) =2 —1,f) F(z) = 2? + 2z — 15.

Aufgabe 4
Eine Nullstelle des Polynoms x® — 722 + 16x — 12 ist x=2. Finden Sie alle anderen

Nullstellen dieses Polynoms.
Antwort: z; = 2 (doppelt), 2o = 3

Aufgabe 5

Finden Sie alle Nullstellen des Polynoms z* — 723 + 1822 — 20z + 8.
Antwort: z; = 1, xo = 2 (dreifach)

Aufgabe 6

Losen Sie die Gleichung z* — 42® — 1922 + 1062 — 120 = 0.
Antwort: r = -5Ver=2Ver=3VvVzr=4

16



3.4 Gebrochen-Rationale Funktionen

3.4 Gebrochen-Rationale Funktionen

(Bronstein 2.3)

Aufgabe 1

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen:
r+2)%*(z—3
) E:c— 1;(;—2)2’
(x —1)(z +2)?
(x+2)(x+3)’
(x —1)(z+2)
x4+ 3

b) z +—

c) T+

Aufgabe 2

Bestimmen Sie von den folgenden Funktionen die Nullstellen, Pole und Liicken
und geben Sie ferner die Gleichungen der Asymptoten an:

2x% — 223 — 2022 4+ 8x + 48
a) f(x)= T ;

3+ 22 —4xr —4
(1P (a4 —-2)

3 + 512 + 6

Aufgabe 3

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

4o +1 (2 +1)(4 — 5x)

a) xh—{go 3—17x’ b) xh—{go (22 + 3)2 '
. 3zt —bBr+7 . (x—2)?
R DL RIER
. r—3r+2 . x?—4x+3
e) lim——m———; f) lim————.
=14 —4r+ 3 z—3 3xr—9

17



Kapitel 3 Funktionen

3.5 Exponentialfunktionen

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Nullstellen folgender Funktionen. Ferner untersuche man das
Verhalten fir + — oo und * — —o0, bestimme den Definitionsbereich und
skizziere die Funktionen mit Hilfe einer Wertetabelle:

a) f(z) = €O b) f(z) =™
c) f(x) =z-¢€" d) f(z) = (z—1)e™"
Aufgabe 2

Bestimmen Sie die gemeinsamen Punkte von f und g.

Antwort: a) In(2); b) 1/2; ¢) e; d) 1.

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(z) = ¢-a®, welche durch die
folgenden Punkte geht. Skizziere aulerdem den Graph der Funktion.

a) P(0,1) Q(1,2) b) P(0,1) Q(3,27)
c) P(2;1,8) Q(3;2,7) d) P(1;2,2) Q(2;1,521)
Aufgabe 4

Finden Sie die Losung fiir x!
a) e”+e =22
b) ¥ — 3e(@+2) =0

18



3.6 Trigonometrische Funktionen

Antwort: a) t =1;b) s =In3+2;¢c)x =% d)x =7

Aufgabe 5

Barometrische Hohenformel.
Zwischen dem Luftdruck p und der Hohe h (gemessen gegeniiber dem Meeres-
niveau) gilt unter der Annahme konstanter Lufttemperatur der folgende Zusam-

menhang:
p(h) =po-e ™ h>0 (inm)

(po = 1,013 bar: Luftdruck an der Erdoberfliche; a = 7991 m).

a) Geben Sie die Hohe als Funktion des Luftdruckes an und skizzieren Sie den
Funktionsverlauf.

b) In welcher Hohe hat sich der Luftdruck halbiert?
¢) Wie groB ist der Luftdruck in 10 km Ho6he?

Aufgabe 6

2 x
Gegeben ist die Exponentialfunktion f(z) =2 - (3) :

a) Erstelle eine Wertetabelle fiir —3 < 2 < 3 und skizziere den Graphen von
f.

b) Gib das Monotonieverhalten, den Definitionsbereich sowie den Wertebereich
von f an.

¢) An welcher Stelle nimmt die Funktion den Wert 10, 125 an?

3.6 Trigonometrische Funktionen

Aufgabe 1

Vereinfachen Sie

a) cos(m — ), b) sin(m/2 —=xz), ¢) cos(3w/2+x), d) tan(m — x),

e) tan(m/2+x), f) cot(m + x), g) cot(r — x).

Antwort: a) —cosx, b) cosz, ¢) sinz, d) —tanz, e) — cot z, f) cot z, g) — cot

19



Kapitel 3 Funktionen

Aufgabe 2

Beweisen Sie unter Verwendung der Additionstheoreme

cos(z + y) = cos(x) cos(y) F sin(zx) sin(y),
sin(z £ y) = sin(x) cos(y) % sin(y) cos(x)
folgende Gleichungen:
a) sin(2z) = 2sin(x) cos(z),
b) cos(2z) = 1 — 2sin?(x),

tan(z) + tan(y)
) tan(z +y) = 1 — tan(x) tan(y)

Aufgabe 3

Hyperbelfunktionen. Es gilt:
1 _ . 1 -
cosh(x) = i(ex +e™ ) und sinh(z) = 5(63” —e 7).

Beweisen Sie:
a) cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
b) sinh(z £ y) = sinh(x) cosh(y) £ sinh(y) cosh(x),
¢) sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(x
) cos(2x) = cosh?(x) 4 sinh?

)

)
(

[oW

Aufgabe 4

Winkelfunktionen am Einheitskreis

a) sin(—7)

b) cos(3T)

4

c) sin(ZF)

d) cos(—3F)

Antwort: a) —%; b) —==:¢) —

Aufgabe 5

Funktionswerte von Winkelfunktionen! Fillen Sie die Tabelle aus!

20



3.6 Trigonometrische Funktionen

a in x in rad | cos(x) | tan(x)

SIE}

45

wlx

90
120
135
150

180

360
390

Antwort:

o in ° x in rad | cos(x) tan(x)
0
30
45
60
90
120
135
150
180
270 3 0 nicht def.

o
3

&H&"—‘O

nicht def.

olF [&]F |«|¥ [ |wi |wl [en
|
=
|
B

3
I
—_

360 2m = Om
390 B —

-
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Kapitel 3 Funktionen

Aufgabe 6

Losen Sie folgende trigonometrischen Gleichungen! (Geben Sie alle Losungen an!)

a) cos(r) =
b) sin(z) = %
¢) tan(x) = %
d) cos(2x + %) = \%
e) cot(x) =1
f) 2cos?(z) — sin(z) =1

g) cos(x) — 2sin(z) cos(x) = 0

Antwort: a) x = 2nr £ ¢ ,nEZ;b)x:w 3, n € %Zc)xr =nm+ g,

nEZ;d)x:mH—ﬁiﬂ nEZ;e)x:mr#—g,nEZ;f)x:g”T”#—%,neZ;
(2n+1)m
g)x:8”67r—|—2/’<:7r,n,/{:GZOderx:{Wﬁrl)7r ,nEZ

2

Aufgabe 7

Skizieren Sie folgende Sinus-/Cosinusfunktionen und vergleichen Sie mit f(z) =
sin(x)!:

a) fi(z) =3sin(x), fo(x) = 3sin()
b) fi(x) = sin(=21), fo(x) = sin(3z), fs(z) = sin(2z)
¢) fi(x) = cos(z), fo(x) = cos(3z), fs(r) = cos(2)

Antwort: a)a) Amplitude gestreckt (f1) oder gestaucht (f2); b) Gespiegelt an der
y-Achse und halbe Wellenlénge ( f1), doppelte Wellenlénge ( f2), halbe Wellenldnge

(f3); c) cos(w) ist wie sin(x + ), also um 7§ nach links verschoben (f;), doppelte
Wellenldnge (f2), halbe Wellenlénge (f3).

3.7 Umkehrfunktionen

Aufgabe 1

Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich folgender Funktion
X = .
o 14 e?

Bestimmen Sie weiterhin die Umkehrfunktion f~! und zeichnen Sie beide Funk-
tionen in ein geeignetes Koordinatensystem.

Antwort: f~!(z) = In(=%).
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3.7 Umkehrfunktionen

Aufgabe 2

Berechnen Sie die Nullstellen folgender Funktionen. Ferner untersuche man
das Verhalten fiir x+ — oo und x — —oo, bestimme den Definitionsbereich
und skizziere die Funktionen mit Hilfe einer Wertetabelle. Bilde auflerdem die
Umkehrfunktion von f.

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die gemeinsamen Punkte von f und g.

Antwort: a) e; b) 1.

Aufgabe 3

Bestimme die Logarithmusfunktion der Gestalt f(x) = log,(z) , die durch den
Punkt P(8;3) verlauft und skizziere diese mit Hilfe einer geeigneten Wertetabel-
le.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich der folgenden Funktionen und
geben Sie jeweils die Umkehrfunktion f~! an.

W F)= T b f@) = VT2 o) fla)= eV
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Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 *Der Differentialquotient®

Aufgabe 1

Berechnen Sie die erste Ableitung im Punkt xg mit Hilfe des Differentialquotienten
von folgenden Funktionen

)

b) f(x) = 22* — 3z
c) flz)=12%—4
Q) f@) = Vi =T

4.2 Ableitungsregeln

4.2.1 Graphische Ableitung
Aufgabe 1
Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen! Bestimmen Sie anhand des

Graphenverlaufs die Ableitungen f’(x) dieser Funktionen und skizzieren Sie auch
diese!

a) f(z)=x

b) f(x) = sin(x)
¢) f(z)=In(z)

d) f(z)=3

e) f(x)=—cos(z)
f) f(z)=e"

25
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,_.
S~—
~
—~

S

S~—

I
m"‘ N[
8

w

Antwort:

a) 1 b) cos(z) c) d)0 e) sin(z) f)e* g) —% h)dx i) %x2 j) -4

T

] |—

4.2.2 Rechenregeln
Aufgabe 2

Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

a) x+— x’ —42° + 132" — z + 19,

3
b) x> \/22\/ 2 Va3

w

¢) x +— cos(z) + sin(z),
d) z = 1+ 2z + 2%
e) r+— e* — cos(x),

) x — In(x) + 3,

L)

g) x> 1+ 4a?,

h) z — —sin(z) — In(x) + 3z,
i) x — % + 1723,

)

j) x — In(e®) +

w\&

k) z+ x4+ (e )2—005(3;)
1) x — tan(z) +
Antwort: a) 7x —20z* +522° — 1, b) 2 2{ ¢) —sin(x) + cos(z), d) 1 + 2z,

e) e*+sin(x), f) 1/x, ) 2+8:17 h) —cos(z)—1/x+3,1) 3\/z+512?, j) 1+21a5,
k) 1+ e® + sin(x), )

0052 (z) a:4

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ableitung mit Hilfe der Produktregel.
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4.2 Ableitungsregeln

a

b

= (2% + 1) - €%,
x> 43\ /x,

c) x — 23 cosx,

)
)

d) z — z - In(x),

= 1y/2a3,
x

k) z — 2%z In(z),
1) 2+ x?sin(z) cos(x).

Antwort: a) e”(1 + 3z + x?) b) 142%\/z, ¢) 3z%cosz — x¥sinx, d) 1 + In(z),
e) 2z cos(r) —z? sin(x), sm(w) \/Ecos( ,g) 1le”(x?+2x), h) ——S”;(f) — Zeosla)

f) - ) .
i) 18z + 1822 + 423, j) \% k) \/_(5111( )+ 1), 1) 2% cos?(z) + 2 sin(z) cos(x) —

22 sin’(x).

Aufgabe 4

Bestimmen Sie die &uere Funktion h(g) und die innere Funktion g(x) folgender
Funktionen f(z) = h(g(x))!

a) (22 +1)3,

h) exp(1z7).

Antwort: a) h(g) = ¢% glx) = 22+ 1, b) h(g) = cos(g); g(z) = €%,
¢) hig) =1n(g); g(z) = 32° + 3z + 1, ) h(g) = Vg gl ) =32 +17,e) h(g) =
—sin(g); g(z) =2 +2,1) h(g) = ;3 9(z) = 3w+, g) h(g) = ¢**; g(w)3x +5,

h) h(Q) =e’ g :)3) =1

T .
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Aufgabe 5

Bestimmen Sie die zusammengesetzte Funktion f(x) = h(g(z))!

a) g(x) = Tx —1; h(g) = cos(g),

b) g(x) =In(z); h(g) = g° + 1,

) g(z) = 207 h(g) = e

d) g(z) = —sin(z); h(g ) 59°,

Antwort: a) cos(7z — 1), b) (In(z))* + 1, ¢) exp($2?), d) —5sin’(z)

Aufgabe 6

Bestimmen Sie die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel.
a) x — (4o° — T2d + 142* — 5)3,

x> \3x2 —Tr + 12,

k) x —

z2—sin(x)’

1) @ (2% + 22)%3,

Antwort: a) 3(42° — 72° + 142% — 5)*(202* — 212® + 28z), b) ==,
¢) —4e32%x d) —2cos(z)sin(z), €) 6x(x 4+ 1)2, f) —sin(e®)e”, g) —oxt3

6 o 4 3z243z+1’
sin(z) . 3z 1\ 2 2x—cos(z) i+
) w2y V) v ) exp(=22) 5 K) — e D J%T/ﬁ

Aufgabe 5

Bestimmen Sie die Ableitung mit Hilfe der Quotientenregel.
1

-1

22+ 1

2z + 3’

a) T

b) z +—
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4.2 Ableitungsregeln

[

c) T+ n(a;)’
x

d) z — ‘

14 e”

— T+x2 —In(x e”

Antwort: a) (7111@2, b) 2 éiixj; ), c) . 112( ), d) )2
Aufgabe 6

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen.

a) x — xva? 41,

3 [1-2

b) x +— sin =z
c) T+ x”,

2005(:1:)
In(z)’

e) x — x3 - cos(w),

d) z —

f) 2 — z - In(x),

ln(:p
exr )

g

)
h) & — 2%,

i) z +— —sin(a?%e?),
j) = (2In(z) + 32°)%,

k) x — /1222 In(z) + 3,

) x— ln(3x+$2)

. 2x2+1 . 3 02 [1-2z 1-2x T
Antwort: a) -, b) 2x\/msm \/ — cos\/ =2, ¢) z°(1 + In(x)),
—(2¢0s(=) zIn(2) In(x) sin(x : nix
d) = (HMIHQ((?)I @sin@) o) 322 cos(x) — 23 sin(z), f) In(z)+1, g) pr 16(1),
h) 2e=*(z — 2%), i) —cos(a?e®)e®(2? + 22), i) (2In(x) + 32°)%(2 + 362?),
k) 24z In(x)+12x 1) _ 2243
3(12x2 In(z)+3)2/3> 3x+a?”

Aufgabe 7
Berechnen Sie den Winkel, welchen die Tangente an der Parabel
y=a>—3r+8

im Punkte x = 1 mit der z—Achse bildet.
Antwort: %7‘(‘
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Aufgabe 8

Berechnen Sie, in welchem Punkt die Tangente an der Kurve
y=a®—3z%— 92 +2

parallel zur z—Achse ist.
Antwort: (—1,7) und (3, —25)

Aufgabe 9

Bestimmen Sie die Ableitung mit Hilfe der Produktregel!

b) f(z) = —/zsin(z),

c) f(z) = 1122%e”,

d) f(e) =<2,

e) f(x) = 3z +2?)?,

f) fz) = V223,

g) f(z) = 2*VzIn(z),

h) f(x) = x?sin(z) cos(z).
Aufgabe 10

Bestimmen Sie die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel!

S
~—
~~
—~

8
SN~—

I
—~
8

N

+

—_
N~—

w
<
N~—
-
~

3
~—

I

Q

@)

@)
—~

Q

&
SN~—

¢) f(z) =In(32* + 3z + 1)
_ 1 ¢) f(x) = VB2 +4 ) fz) = exp(—)

Aufgabe 11

Bestimmen Sie mit Hilfe von Produkt- und Kettenregel die Ableitungen folgender
Funktionen!

d) f(z) = 2% e) f(z) = —sin(z?e”) f) f(z) = (2In(x) + 32%)*
g) f(z) = J1222In(x) +3 h) f(x) = ln(gx}rﬂ)
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4.3 Kurvendiskussion

4.3 Kurvendiskussion

Aufgabe 1

1 1
Gegeben Sei die Funktion f(x) = 1952 — 5 + 2.

a) Untersuchen Sie f auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symme-
trie, Verhalten im Unendlichen, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie
den Graph von f fir —4 <z < 4.

b) Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktionen f und g mit
g(x) = —2® + 4, 52 — 3 beriihren.

¢) Wie lautet die Gleichung der gemeinsamen Tangente im Berithrungspunkt?

Aufgabe 2

Untersuchen Sie f auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrie,
Verhalten im Unendlichen, Extrem- und Wendepunkte und zeichnen Sie den Gra-
phen von f im angegebenen Intervall.

a) f(z)=—a*+52° —4;, —2<x<2

b) f(r) =a* —42® + 62° —da; —0,5<2<2,5
1
c) flx) = g(3:1c4 —82% +16); —1<z<3
Aufgabe 3

Gegeben Sei die Funktion f(x) = 2® — 32* — 2 + 3.

a) Untersuchen Sie f auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symme-
trie, Verhalten im Unendlichen, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie
den Graph von f fir —1,5 < x < 3,5.

b) Bestimmen Sie die Steigung der Funktion in den Achsenschnittpunkten und
berechnen Sie den dazugehorigen Schnittwinkel.

¢) Wie lautet die Gleichung der Wendetangente?
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Aufgabe 4

Gegeben Sei die Funktion f(z) =z - e 2%

a) Untersuchen Sie f auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symme-
trie, Verhalten im Unendlichen, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie
den Graph von f fir —4 < x < 4.

b) Ein im ersten Quadranten liegender Punkt Q(u| f(u)) mit u > 0, der Punkt
P(u,0) und der Koordinatenursprung bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Be-

rechnen Sie u fiir den Fall, dass dieses Dreieck einen maximalen Flachenin-
halt hat.

¢) Wie lautet die Gleichung der Tangente im Schnittpunkt mit der y-Achse?

Aufgabe 5

132

T o —1

Gegeben sei die Funktion f(z)

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f. Untersuchen Sie f ferner auf
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrie, Verhalten im Un-
endlichen, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie den Graph von f fiir
—2,5 <ux <45,

5) 2
b) Die Gerade mit der Gleichung f(z) = §x—|— 9 und f haben zwei gemeinsame
Punkte. Berechnen Sie diese.

Aufgabe 6 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (LK))

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f,(2) = e*(®™) 4 4G 1 € R; a €
R, a # 0. Ihre Graphen heiflen GG, und werden Kettenlinien genannt, weil sie die
Form einer hangenden Kette haben.

a) Untersuchen Sie G, auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen und ge-
ben Sie das Verhalten der Funktionswerte von f, fiir xt — +oound z — —o0
an.

b) Zeigen Sie rechnerisch, dass alle Graphen GG, den gleichen lokalen Extrem-
punkt haben und ermitteln Sie dessen Koordinaten und Art. Begriinden
Sie, dass (G, keine Wendepunkte besitzt.

¢) Zeichnen Sie Gy mindestens im Intervall [—1; 7] in ein Koordinatensys-
tem. Im Intervall [0; 6] lasst sich G5 durch eine Parabel zweiten Grades
anndhern, die im Tiefpunkt und den beiden Randpunkten mit Gy 5 iden-
tisch ist. Bestimmen Sie fiir die zu dieser Parabel gehtrende Funktion p die
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4.3 Kurvendiskussion

Funktionsgleichung. Runden Sie am Ende die Koeffizienten auf eine Stelle
nach dem Komma.

Damit sich beispielsweise an Theater- oder Kinokassen geordnete Menschen-
schlangen bilden, nutzt man verschiebbare und variabel zusammenstellbare
Absperrketten oder -seile. Ein Kettensegment besteht aus zwei senkrecht
auf dem Fuflboden stehenden Pfosten und einer Kette. Der FuBBpunkt des
linken Pfostens sei der Koordinatenursprung eines kartesischen Koordina-
tensystems mit 1 LE = 0, 5 m. Die Kette kann durch G » modelliert werden.
Bestimmen Sie, in welcher Hohe und unter welchem Winkel die Kette am
linken Pfosten befestigt ist. Berechnen Sie die Grofle der Flache, die von
der Kette, den beiden Pfosten und der Verbindungsstrecke zwischen den
FuBpunkten der Pfosten eingeschlossen wird.

Eine Kettenlinie ist stets symmetrisch zu einer Parallelen zur y-Achse, die
durch den Extrempunkt der Kettenlinie verlauft. Zeichnen Sie die Symme-
trieachse sowie zwei Punkte Py (zgp+t | fos(xg+t)) und Po(zp—t | fos(xp—
t)) mit ¢ < 3 in Ihre Darstellung aus Teilaufgabe c) ein. Weisen Sie nach,
dass fiir G5 die beschriebene Symmetrie gilt.

Aufgabe 7 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (GK))

Gegeben ist die Funktion f mit der Gleichung f(z) = (z + 3) - (2?2 — 2); z € R.
Der Graph dieser Funktion ist G.

a)

Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte des Graphen G mit den
Koordinatenachsen und weisen Sie nach, dass G weder achsensymmetrisch
zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung ist. Geben
Sie das Verhalten der Funktionswerte von f fiir + — 400 und * — —o0 an.

Der Graph der Funktion f beschreibt modellhaft das Profil eines Kanals
(—\/5 <z < +\/§) sowie die links angrenzende Uferbdschung mit Erhe-
bung, 1 LE = 1 m. Die x-Achse befindet sich auf der Hohe der Kanalwas-
seroberfléche (eine Skizze konnte hilfreich sein). Berechnen Sie die grofite
Tiefe des Kanals und die maximale Hohe der linken Uferboschung relativ
zur Wasseroberflache.

[Zur Kontrolle: f'(z) = 3z* + 6x — 2 |
Berechnen Sie die Querschnittsfliche des Kanals.

Der Graph von G besitzt genau einen Wendepunkt W(—1| — 2). Ermitteln
Sie rechnerisch eine Gleichung fiir die Wendetangente an G.

[Zur Kontrolle: ty : y = —bx — 7]

Durch Parallelverschiebung der Wendetangente in y-Richtung erhalt man
eine Gerade h, die im ersten Quadranten mit den beiden Koordinatenachsen
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ein Dreieck mit dem Flacheninhalt 2,5 FE einschlieft. Ermitteln Sie eine
Gleichung fir h.
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Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 *Konstruktion des Integrals*

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Flacheninhalt mittels Riemannscher Summen von folgenden
Funktionen

a) f(z) = 2z iber dem Intervall [0, 1],
b) f(z) = x? iiber dem Intervall [0, 1],
c¢) f(z) = 2* iiber dem Intervall [0, 1].

5.2 Stammfunktionen

(Bronstein 8.1)

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Stammfunktion von
a) x— x(x—1)(x—2),

b) x +— (22 — 2+ 1),

¢) x> (22 + a?) z,

d)xlﬁﬂm}i\/‘g%),x>0,
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i) z— /x,

DEZS S

k) z — z,

1) @ — 2 + 4sin(x),

m) z — COSQ(“T) + %,

n) re o,
2-1
0) T T,

Antwort: a) z — 2! —2® + 22+ C, b) . — 125 — Lot +2° — 2 + 1 + C,

¢) 3(2° + a®)? + O, d) §a* ¥/ — Fat o + O, e) ga® — fat + S2® — Infa| + C.
f) 2 — 522462+ C, g) sin(z)+C, h) & +C, 1) 222 +C, j) In(z) +C, k) 122+ C,
1) $2° —4cos(z) +C, m) %—%—FC, n) %4+C’, 0) £ —1z4C, p) —cos(z)+C,

2
8 p2at+l

q)%+%+ﬁ+0,r) S5+ C, s) 2a+1 +C,t)%—|—0,u)x+0,

Aufgabe 2

Die Beschleunigung in einer geradlinigen Beweung wird durch die Formel

a = 12t* + 18 sin (3t) — 2 gegeben. Finden Sie die Formel fiir die Abhéngigkeit
der Geschwindigkeit von der Zeit, wenn fiir £ = 0 die Geschwindigkeit v = 10.
Finden Sie die Formel fiir den Weg z, wenn x = 5 fiir ¢t = 0.

Antwort: v = 4t> — 6cos(3t) — 2t + 16, x = t* — 2sin(3t) — t* + 16t + 5

5.3 Der Hauptsatz der Analysis

Aufgabe 1
Skizzieren und berechnen Sie folgende Flachen.
a) [! 2%dr,

b) [, cos(x)d,
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5.3 Der Hauptsatz der Analysis

c)

[t 23dx

d) [, (= + 5)dx,

c)

Welche der Funktionen ist bezogen auf die y-Achse symmetrisch?

Aufgabe 2

Berechnen Sie folgende Integrale!

a) Jx

— sin(x)dx

b) fo 6% da

c)

fl (2% + )d

d) fo 3ztdx

¢) Jo
f)

" cos(x)dx
L0 10dx

Antwort: a) 2,b) 3¢®*—3,¢) §+mIn2—1% d) L e) 0,1) 50,

5

Aufgabe 3
a) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Figur, die durch die x—Achse, die Gera-
den r = —1 und z = 1 und den Graphen der Funktion y = m21+1
ist.

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Figur, die durch die Parabel y? = 2z
und die Gerade x = 8 beschrankt ist.

c¢) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Figur, die durch die xz—Achse, die Ge-
raden # = —2 und x = 2 und den Graphen der Funktion y = 23 + 22 — 2z
beschrankt ist.

d) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Figur, die durch die Parabeln y = 2?
und y? = x beschrinkt ist.

e) Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Figur, die durch die Linien y = % und
y = 4z beschrankt ist.

f) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Figur, die durch die Linien zy = 4
und x + y = 5 beschrankt ist.

g) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Figur, die durch die Linien y = 2z — 2
und x 4+ y = 0 beschrankt ist.
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Antwort: a)i7m, b)&22, ¢)3L, d)3, )8, f)2 —8In2, g)3.

Aufgabe 4

Losen Sie folgendes “Maler“-Problem mithilfe von Integralen:

Ein mathematisch besessener Kunde méchte von Thnen seine Wand mit grauer
Farbe gestrichen bekommen. Sie misst insgesamt 5 x 12 Meter. Auf der linken
Seite mochte er das Integral der Funktion f(x) = |z| auf einer Flache von 5 x 10
Meter mit grauer Farbe dargestellt haben, wobei der Punkt 0 auf Bodenhéhe und
5 Meter von der linken Wand entfernt liegen soll. Auf den restlichen 2 Metern
der Wand soll das Integral der Funktion f(z) = 5x? ebenfalls mit grauer Farbe
dargestellt werden (Scheitelpunkt 1 m von der Wand). Der Rest der Wand soll
weifibleiben. Fiir wieviel m? miissen sie mindestens graue Farbe besorgen?

10m

12m 1m

5.4 Integrationsmethoden

5.4.1 Partielle Integration

(Bronstein 8.1.2.7)
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5.4 Integrationsmethoden

Aufgabe 1

Berechnen Sie folgende Integrale:

a)

b)f:csmxda:

c) [e"sinzdr,

d) [Inzdx, z > 0,

e) [2¥Inxdx, x>0,

f) f[(Inz)?dz, x > 0,
g) [arctanz dx.
Antwort:

a) e” (x—1)+C,b) —zcosz+sinz+C, ¢) Le* (sinz—cosz)+C, d) z (Inz— 1)+C’,
e) rett (nz — )+ C, ) z (Inz)? — 2Inz + 2) + C, g) varctanz — 5 In(z? +
n+C

Aufgabe 2

Berechnen Sie folgende Integrale:
a) fO%7r rsinzxdr,

b) fo xe *dr,

c) foéw(x + 1) cos x dz.

Antwort: a) 1, b) _72 +1,¢) %7?

5.4.2 Die Substitutionsregel

(Bronstein 8.1.2.6)

Aufgabe 1

Berechnen Sie folgende Integrale:

a) Berechnen Sie [ ﬁ Setzen Sie dabei t = y/z + 1 und schreiben Sie f(x)
vorher so um, dass f(x) ein Produkt ist bei dem der eine Term ﬁ ist.

b) Bestimmen Sie die Stammfunktion von (22 + 2z)3(2z + 2) indem Sie 2 + 2x
durch ¢ ersetzen.

c)f(x2+a2 dx, a # 0,
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d) | =, @ > 3/2,

e) [ 22223 — 3dx, v > Y3/2,

f) [ze” da,

g) [z gy,

h) [ \/%, —l<az<l,

i) [ 5t —dx, b# 0, a+bcosx # 0,
) | % de,

k) [cosx - e dz,
) 1+ VB,
m) [y V2 + 1dz,

n) ff% cos (m — x)d.

Antwort: a) 2In(1 + ), b) & +2$)4 ) 3mm 1)(z2+a2)n r 4+ C, falls n # 1,

(2% +a?) + C fir n = 1, d) \/zx —3+C,e) {227 —3)* + O, f) Le”’ + O,

g) 3(Inz)? + C, h) arcsin( ) + C, ) —1lnla L beosz|, j) —el/®, k) esine, 1)

438000, 84, Substitution z.B. mit t = 1+ /z, m) % Substitution mlt t=2z+1
n) —1, Substitution mit t =7 — x

Aufgabe 2

Berechnen Sie folgende Integrale:

1
1o
a) [ sin?zcosxdr,

5
b) 3 224 d'xa

a d
c) OﬂT32@2,&>0

d) f—3 12+2x+1’

\/_5 dz
)f\/ym7

2 2
£) Jo e

Antwort: a)

%, b) 1lm ,¢) 1o, d) %, e) % 5mf)e*—1+1In 1+62
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Kapitel 6
Lineare Algebra

6.1 Vektoren

Aufgabe 1

Gegeben seien die Vektoren

1 -2

— —

3
Ul — _2 7’0_5 — O 7U3 — 4
3 4 )

Berechnen Sie

Aufgabe 2

Berechnen Sie das Volumen, das folgende drei Vektoren aufspannen!

1 _9 9
i=|-3 b= 1 c= |4
2 0 5

Antwort: V = —45
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6.2 Matrizen

6.2.1 Matrixprodukte

(Bronstein 4.1.4)

Aufgabe 1

Berechnen Sie folgendes Produkt:

5 2 =2 3 2
6 4 -3 5 -1
9 2 -3 4 16
76 —4 7 8
0
0
Antwort:
0
0
Aufgabe 2
Berechnen Sie folgendes Produkt:
5 2 =2 3 2
6 4 -3 5 -5
9 2 -3 4 24
76 —4 7 16

Antwort:

o o o O
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6.2 Matrizen

Aufgabe 3

Berechnen Sie die Matrixprodukte A- B und B - A.

-6 8 —-12

00
Antwort: , ] —9 12 —18
-3 4 -6

Aufgabe 4

Berechnen Sie folgendes Produkt:

1 00 a b c

01 « Ty z

0 0 1 U vow
a b c

Antwort: | z+au y+av 2+ az

u (% w

6.2.2 Determinanten
Aufgabe 1

Fiir welche Werte = € R ist det(A) = 147

Antwort: z € {-7,1}.
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*Aufgabe 2*

Zeigen Sie,
(i) dass fiir alle A, B € R?*? gilt: det(AB) = det(A)det(B).
(i) dass fir alle A € R**? gilt: det(A—A\E) = det(A) —ATr(A)+A?, mit A € R.

Hinweis:
Tr(A) bezeichnet die Summe der Diagonaleintrige der Matriz A und E die Ein-
heitsmatriz.

Aufgabe 3

Berechnen Sie folgende Determinante:

2 7 3
39 4
1 5 3
Antwort: —3
Aufgabe 4

Berechnen Sie folgende Determinante:

1 3 45
300 2
51 27
200 3

Antwort: —10

Aufgabe 5

Berechnen Sie folgende Determinante:
050 2
8 3 45
7T 2 1 4
0401

Antwort: —60
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Aufgabe 6

Berechnen Sie folgende Determinante:

—_
e

<
[}

Antwort: —ayz — bxz — cxy

6.2.3 Inverse Matrizen

(Bronstein 4.4.1.4)

Aufgabe 1

Berechnen Sie die inverse Matrix zu der Matrix

2 7 3
3 9 4
1 5 3
73 2 —1/3
Antwort: [ 5/3 -1 —1/3
-2 1 1

Aufgabe 2
Berechnen Sie die inverse Matrix zu der Matrix

1 2 3
4 5 6
789

Antwort: Keine Inverse.
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Aufgabe 3

Berechnen Sie die inverse Matrix zu der Matrix
cosa —sina

sine  cosa

cosa  sina
Antwort:

—sina cosa

Aufgabe 4

Berechnen Sie die inverse Matrix zu der Matrix

1 1 1 1
11 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
1 1 1 1
Antwort:1 bbb
411 -1 1 -1
1 -1 -1 1
Aufgabe 5

Berechnen Sie die inverse Matrix zu der Matrix

11111
01111
00111
00011
000O01
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6.3 Lineare Gleichungssysteme

Antwort:

S (@] (e (@) —
(] (@] (@]

@)

—

I

—

6.3 Lineare Gleichungssysteme

6.3.1 Anwendung von Losungsverfahren
Aufgabe 1

Losen Sie das Gleichungssystem

3r+ bHy = 19,
Tr+ by = 31

Antwort: v =3, y = 2.

Aufgabe 2
Losen Sie das Gleichungssystem

x4+ 2y + 3z = 14,
3z 4+ y+2z=11,
2x + 3y + z =1L

Antwort: x =1,y =2, z = 3.

Aufgabe 3

Losen Sie das Gleichungssystem

T+ 2y— z=3,
2v —  y+ 22 =38,
3r+ 11y — 72 = 6.

Antwort: Widerspruch.
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Aufgabe 4

Losen Sie das Gleichungssystem

2r 4+ y—4z=1,
3+ 2y — Tz =1,
dr — 3y +2z=1T.

Antwort: Mitt e Rfolgt: e =t +1,y=2t — 1,z =1.

Aufgabe 5
Losen Sie das Gleichungssystem

r+ y+3z2—-2t+3u=1,
20+ 2y+42— t+43u=2,
3x+3y+ 5z —2t+ 3u =1,

20 + 2y 4+ 8z — 3t + 9u = 2.

Antwort: Widerspruch.

Aufgabe 6
Losen Sie das Gleichungssystem

8z + 6y + 52 + 2t = 21,
3r+ 3y + 22+ t =10,
dor +2y+ 324+ t= 8§,
dr+5y+ z+ t=15,

Tr + 4y + 52 4+ 2t = 18.

Antwort: x =3, y=0, z = -5, t = 11.
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6.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 7

Losen Sie das Gleichungssystem

3 + 2y + 22 + 2t = 2,
2x 4+ 3y + 2z 4+ 5t = 3,
9z 4+ y+4z -5t =1,
20 + 2y + 3z + 4t =5,
v+ y+62— t="T.

Antwort: z = (8t — 6), y = (1 — 1t), z = (15 — 16t)

Aufgabe 8

Losen Sie das Gleichungssystem

r+2y 7

5ct+6z 9’

T4y+ 2z =128,
3y+4z 8

c+2y T

Antwort: x =51, y =76, z = 1.

Aufgabe 9

Losen Sie das Gleichungssystem

20+ y—22=10,
v+ 2y +2z=1,
or + 4y + 3z = 4.

Antwort: xr =1,y =2, 2 = —3.

6.3.2 Modellierung
Aufgabe 1
Die Differenz zweier Zahlen betragt 120. Man weif}, dass 33%% der einen Zahl

50% der anderen Zahl entspricht. Um welche Zahlen handelt es sich?
Antwort: 360 und 240
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Aufgabe 2

Ein Schiff erreicht eine Geschwindigkeit von 18 km/h wenn es mit der Stromung
schwimmt. Wenn es gegen die Stromung schwimmt, hat es dagegen nur eine Ge-
schwindigkeit von 14 km/h. Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Schiffes und
des Wassers.

Antwort: 16 km/h und 2 km/h

Aufgabe 3

Die Flache eines Rechtecks bleibt unverandert, wenn die Lange um 3 cm verkiirzt
und die Breite um 1 cm verlangert wird. Sie verédndert sich auch nicht, wenn die
Lange um 6 cm verkiirzt und die Breite um 3 cm verlangert wird. Berechnen Sie
die Flache des Rechtecks.

Antwort: 36 cm?

Aufgabe 4

Aus 6 Litern blauer Farbe und 10 Litern gelber Farbe sollen zwei griine Farbmi-
schungen hergestellt werden. Die Mischung ,,Hellgriin® besteht zu 30% aus blauer
und zu 70% aus gelber Farbe, wiahrend die Mischung ,.Dunkelgrin® zu 60% aus
blauer und zu 40% aus gelber Farbe besteht. Wie grofl sind die Mengen hell-
griner bzw. dunkelgriiner Farbe, die sich aufgrund dieser Mischungsverhéltnisse
ergeben?

Antwort: Hellgriin: 12L; Dunkelgriin: 4L.

*Aufgabe 5*

Zwei Autos fahren gleichzeitig aus zwei verschiedenen Staddten los. Die beiden
Stdadte sind 210 km voneinander entfernt. Die Autos fahren mit konstanter Ge-
schwindigkeit zur jeweils anderen Stadt. Wenn sie sich treffen, hat das eine Auto
noch zwei Stunden Fahrt vor sich, und das andere noch % Stunden Fahrt. Berech-

nen Sie die Geschwindigkeiten der Autos.
Antwort: 60 km/h und 80 km/h
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6.4 Geometrische Anwendungen im R3

6.4 Geometrische Anwendungen im R?
Aufgabe 1

—1
(i) Welche Bedingung muss a € R erfiillen, damit der Punkt p=| 0 |vom

2
1 a
Punkt ¢ = | 3 | weiter entfernt ist, als vom Punkt r=| 2 |7
1 —2
Antwort: keine Losung in R.
17 2
(ii) Seien p = | 5v/10 |, ¢ = |z |, |lp — ¢|| = 2/265. Bestimmen Sie x.
1 6

Antwort: z = —/160 V x = +v/1960.

Aufgabe 2

1 1
Zeigen Sie, dass die Gerade G = {r e R¥|lz = || +r|1|,r € R}
3 1
1 1 2
die Ebene E={r e Rz =|0|+s| 0 | +t|1],s,t € R} schneidet.

2 -1 1
Berechnen Sie die Schnittmenge S.
2

Antwort: S ={|1]}.
4
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Aufgabe 3

1 1 0
Gegeben seien die Ebenen By = {r e R3|x = | 2| +s| -1 |+t | -2]|,s,t € R}

1 0 1
1 2
und By = {r e R3|(z— | —2|)-[1]| =0}
2 3

Priifen Sie, ob E; und FEs, parallel sind, oder sich schneiden.
Geben Sie gegebenenfalls die Schnittmenge S an.

1 1
Antwort: S={z €R¥z=[4|+r| 1 |,r €eR}
0 —1

Aufgabe 4
Gegeben seien die Punkte P(4] — 7[3), Q(3| — 5]4), A(1]0|17), B(2| — 2|7) und
C(—1]2|15)

a) Bestimmen Sie die Gerade g, welche durch die Punkte P und () geht.

b) Bestimmen Sie die Parameter-, Normalen- und Koordinatenform der Ebene
E. in welcher die Punkte A, B und C' liegen.

¢) Bestimmen Sie den Durchstofipunkt von g und E.
d) Berechnen Sie den Abstand des Punktes R(3|2|1) von der Ebene E.
e) Gehort R zur Geraden g7

Aufgabe 5 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (LK))

Gegeben sind die Geraden der Schar
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6.4 Geometrische Anwendungen im R3

mit ¢, a € R und die Gerade

>
81
I
[\ [\ wW
+
=
—

mit r € R. Es gilt: 1 LE = 1 cm.

a)

b)

Zeigen Sie, dass die Gerade h zur Geraden g_ windschief verlauft und
berechnen Sie den Abstand dieser beiden Geraden.

Die Geraden der Schar g, liegen in einer Ebene E. Stellen Sie fiir E eine
Gleichung in Koordinatenform auf.

[Kontrollergebnis: E : 3x 4+ 5y + 6z = 48]

Ermitteln Sie den Schnittpunkt 7" der Ebene E und der Geraden h. Ge-
nau eine der Geraden g, verlauft ebenfalls durch 7. Bestimmen Sie den
Parameterwert a fiir diese Gerade.

Zur Herstellung eines Messerblocks wurde ein quaderférmiger Holzklotz mit
quadratischer Grund- und Deckfliche verwendet. An einer Seite wurde ein
Teil schrag abgesagt und ein dreiseitiges Prisma aus Holz angeleimt. Das
Koordinatensystem ist so gewahlt, dass die Arbeitsflache, auf der der Mes-
serblock steht, in der x — y-Ebene liegt. Der Messerblock steht so, dass
seine obere Seitenflache in E liegt und A(11[11]11) und B(—:|%2(2) zwei
Eckpunkte des Messerblocks sind (siehe Foto).

bbere
Seitenflache

Eine Flachendiagonale des urspriinglichen Holzquaders verlauft vom Punkt
A zum Punkt B. Geben Sie ihre Linge an. Die Seitenfliche des Messer-
blocks, in die die Messer gesteckt werden, ist quadratisch. Berechnen Sie
ihren Flacheninhalt.

Auf den Messerblock trifft paralleles Licht, das in Richtung der Messer par-
allel zur oberen Seitenfléche, die in F liegt, verlauft. Berechnen Sie die Grofe
des Winkels, den das einfallende Licht mit der Arbeitsflache einschlief3t.
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e)

Ermitteln Sie die Hohe des Messerblocks (ohne Messer).

Aufgabe 6 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (GK))

In einem Bergwerk befindet sich ein Tunnel, der geradlinig durch die Punkte
A(73|—16|—24) und B(7|17|—2) zum Ausgang R verlauft. Vom Punkt S(45(10]0)
werden geradlinig Stollen gegraben, die auf den Tunnel treffen. Die Erdoberfléche
befindet sich in der x — y-Ebene, 1 LE = 10 m.

a)

Bestimmen Sie die Richtung, in die von S aus gegraben werden muss, damit
ein Stollen den Punkt A trifft. Berechnen Sie die Lange des Stollens und die
GroBe des Winkels, in dem der Stollen auf den Tunnel trifft. Ermitteln Sie
die Koordinaten des Punktes R, an dem der Tunnel an der Erdoberfliche
beginnt.

1
Ein zweiter Stollen verlauft vom Punkt S in Richtung @ = | —3,5[. Er-
—4

mitteln Sie die Koordinaten des Punktes P, in dem dieser Stollen auf den
Tunnel trifft.

Vom Punkt S aus soll der kiirzeste Stollen gegraben werden, der zum Tunnel
fithrt. Bestimmen Sie die Richtung, in welche gegraben werden muss, und
den Punkt K, in dem der Stollen auf den Tunnel trifft.

In 140 m Entfernung vom Punkt B auf der Stecke AB soll ein zur Erdober-
fliche senkrechter Notausstieg enden. Berechnen Sie die Koordinaten des
Punktes, an dem die Bohrung an der Erdoberfliche beginnen muss.
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Kapitel 7

Kombinatorik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Zufalliges Ereignis und Wahrscheinlichkeit

Aufgabe
Wir nehmen einen (fairen) Wiirfel und ein Tetraeder (beschriftet mit den Zahlen
1 bis 4) und wiirfeln gleichzeitig mit beiden.
a) Beschreiben Sie den Grundraum (2.
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Pasch?
c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine ungerade Augensumme?
)

d) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augensumme eine Prim-
zahl ist?

e) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass das Augenprodukt eine
Primzahl ist?

f) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Augensumme grofer als
4 ist?

g) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Augenprodukt hochstens
10 ist?

7.2 Kombinatorik

Aufgabe 1
Sie haben 9 verschiedene Farben zur Verfiigung. Ihre Aufgabe besteht darin,

7 nebeneinander liegende Felder einzufarben. Wieviele Moglichkeiten haben Sie
wenn,

95
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a) keine Einschrankungen bestehen?
b) jedes Feld eine andere Farbe haben soll?
¢) benachbarte Felder verschieden geférbt werden sollen?

e

)
)
)
d) die beiden auBeren Felder rot sein sollen?
) 3 Felder rot, 2 blau und der Rest griin sein soll?
)

f) 3 nebeneinander liegende Felder rot, die anderen beliebig aufler rot gefirbt
werden sollen?

Aufgabe 2
Ein Student moéchte in sein Regal 5 Mathe-, 3 Physik- und 4 Biologiebiicher
anordnen.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn es keine weiteren Einschrénkungen
gibt, das heif3t alle Biicher unterscheidbar sind?

b) Wie viele Méglichkeiten gibt es, wenn alle Biicher unterscheidbar sind, aber
die Biicher in den 3 Themenblocken zusammenbleiben sollen?

¢) Im Folgenden gelten die Biicher gleicher Thematik als nicht unterscheidbar.
Wie viele Méglichkeiten gibt es, wenn

i) die Bucher irgendwie im Regal angeordnet werden sollen?

ii) die Biicher wieder in den Themenblécken bleiben sollen?

Aufgabe 3
Wir moéchten Worter mit 5 Buchstaben bilden. Wie viele Moglichkeiten gibt es,
wenn

a) alle Buchstaben verschieden sein miissen?

b) wenn es keine Einschrankungen gibt?

c¢) der erste Buchstabe ein , T* ist und alle Buchstaben verschieden sein sollen?
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7.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 4

Ein Unternehmen wéahlt einen neuen Vorstand. Dieses Kommitee soll aus 5 Per-
sonen bestehen. Als Kandidaten stehen 7 mannliche und 6 weibliche Personen
zur Auswahl.

a) Wie viele Moglichkeiten zur Auswahl gibt es, falls genau 2 Ménner zum
Vorstand gehoren sollen?

b) Wie viele Méglichkeiten zur Auswahl gibt es, falls hochstens 2 Ménner zum
Vorstand gehoren sollen?

¢) Angenommen der Firmenchef ist der alteste der Ménner und soll auf jeden
Fall zum Vorstand gehoéren. Wie viele Moglichkeiten zur Auswahl gibt es,
falls mehr als 2 Frauen zum Vorstand gehoren sollen?

Aufgabe 5
In einer Urne liegen fiinf verschiedene Kugeln von denen wir 3 ziehen. Wie viele
Moglichkeiten gibt es, wenn

a) wir ohne Zuriicklegen ziehen?

b) wir mit Zuriicklegen ziehen?

7.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 1

Ein Labor bezieht Reagenzgliser von zwei Herstellern, H; und H,. Erfahrungs-
werte zeigen, dass der Ausschussanteil bei Hersteller H; 5% betragt, und der
Anteil beschadigter Reagenzgliaser bei Hy 8% ist. Das Labor erhalt von H; 350
Reagenzglaser und von H, 650 Reagenzglaser.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit aus der gesamten Lieferung zuféllig ein
einwandfreies Reagenzglas zu ziehen?

b) Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein defektes Reagenzglas vom
Hersteller Hy geliefert wurde?

Antwort: a) 0,9305, b) 0, 7482
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Aufgabe 2

Angenommen auf einer Semesterer6ffnungsfeier der Universitat Potsdam nehmen
nur Géste teil, welche den Briickenkurs Mathematik besucht haben und von denen
sich auch 70% gerne an selbigen zuriick erinnern. Der Méanneranteil unter den
Gasten betragt 45%. Man nimmt an, dass 60% der méannlichen Géste sich gerne
an den Briickenkurs erinnern. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden
Ereignisse.

a) Ein zuféllig ausgewéhlter Gast, welcher sich gern an den Briickenkurs erin-
nert, ist ein Mann.

b) Eine an der Veranstaltung teilnehmende Frau denkt gerne an den Briicken-
kurs zurtick.

Antwort: a) 0,3857, b) 0, 7818

Aufgabe 3

Bei einem Aufnahmetest zur Universitat waren 45% der Teilnehmer Frauen, von
denen auch 85% den Test bestanden haben. 60% derjenigen, die scheiterten, waren
Manner. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse.

a) Ein zufillig ausgewéhlter Teilnehmer besteht den Test.

b) Ein zuféllig ausgewédhlter Teilnehmer, welcher welcher den Test bestanden
hat, ist ein Mann.

7.4 Binomialverteilung

Aufgabe 1

Eine Umfrage an der Universitat Potsdam hat ergeben, dass 80% der Studenten,
welche sich fiir einen naturwissenschaftlichen Studiengang entschieden haben auch
das Fach Mathe mégen (Angabe fiktiv). Angenommen dieser Wert stimmt und
wir picken zuféllig 10 Studenten aus dieser Gruppe heraus.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
i) genau 6 Studenten das Fach Mathe mégen.
ii) mindestens 8 Studenten das Fach Mathe mogen.
iii) hochstens 2 Studenten das Fach Mathe nicht mogen.
)

iv) mehr als 2 aber weniger als 7 Studenten das Fach Mathe mogen.
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7.4 Binomialverteilung

b) Wie viele Studenten miissten mindestens befragt werden, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von wenigstens 99% mindestens einen Studenten zu tref-
fen, der das Fach Mathe mag.

Antwort: a) i) 0,08808, ii) 0, 678, iii) 0,678, iv) 0, 1208, b) 3

*Aufgabe 2*

Es sei p € (0,1) der Anteil der Studenten der Universitat Potsdam, welche am
Briickenkurs Mathematik teilgenommen haben. Berechnen Sie p unter der Bedin-
gung, dass die Wahrscheinlichkeit unter 20 (n) zuféllig gewéahlten Studenten der
Uni Potsdam genau 6 (k) zu treffen, die am Briickenkurs teilgenommen haben,
maximal wird.

Antwort: %

Aufgabe 3 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (LK))

Beim Open-Air-Musikfest im Waldstadion kauften 60% der Besucher ihre Ein-
trittskarten online, 25% bezogen ihre Karten im Vorverkauf, der Rest der Karten
wurde an der Abendkasse erworben. Ein Reporter interviewt im Stadion zufél-
lig ausgewdhlte Besucher und stellt dabei auch Fragen nach der Herkunft der
gekauften Karten.

a) Bestimmen Sie die jeweilige Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: Zwei interviewte Besucher haben beide ihre Karten online gekauft.
B: Die Halfte von 10 Interviewten haben ihre Karten online gekauft.
C: Mindestens neun von 10 Interviewten haben ihre Karte online gekauft.

b) Der Reporter moéchte nun mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90%
wenigstens zwei Besucher finden, die ihre Karte an der Abendkasse gekauft
haben. Entscheiden Sie begriindet, ob es dafiir gentigt, 24 Besucher zu in-
terviewen.

¢) Unter den online gekauften Karten liegt der Anteil der von Frauen gekauf-
ten Karten bei 45%. Der Anteil der Frauen unter allen gezahlten Besuchern
liegt bei 35%. Stellen Sie diesen Sachverhalt geeignet dar (Baumdiagramm,
Vierfeldertafel o. a.). Der Reporter hat fiir sein Interview eine Frau aus-
gewahlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Frau ihre
Karte online gekauft hat.

d) Vor der letzten Zugabe verlassen voneinander unabhéngig insgesamt 10%
der Besucher das Waldstadion. Im mittleren Rang hatten zuvor 2200 Besu-
cher gesessen. Ermitteln Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit bei der letzten
Zugabe dort noch hochstens 2000 Besucher sitzen.
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Kapitel 7 Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

c)

Vor dem Verkauf wurden jeweils 30 Eintrittskarten blau bzw. rot markiert.
Am Schluss des Konzertes werden die Besitzer farbig markierter Eintritts-
karten auf die Biihne gebeten. Insgesamt kommen jedoch nur vier auf die
Biihne. Mit einem groBen (Laplace-) Wiirfel, bei dem 2 Seiten blau und
4 Seiten rot gefarbt sind, soll mit einem Wurf entschieden werden, welche
Farbe Freikarten fiir das nachste Konzert gewinnt. Ermitteln Sie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass weniger als zwei Besitzer farbiger Karten je eine
Freikarte gewinnen.

Aufgabe 4 (Zentralabitur 2013 Berlin/Brandenburg (GK))

Bei einem Fufiballturnier haben die Mannschaften von Altenberg (A) und Burg-
hausen (B) das Finale erreicht.

a)

f)

Fiir die Startelf wahlt der Trainer der Mannschaft A einen von drei Torhii-
tern und 10 von 15 Feldspielern aus. Berechnen Sie die Anzahl der Mog-
lichkeiten, die der Trainer hat, die Mannschaft zusammenzustellen.

Erfahrungsgeméfl wird jeder der 11 Spieler (Torwart sowie 10 Feldspie-
ler) mit einer Wahrscheinlichkeit von 6% ausgewechselt. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit fiir die folgenden Ereignisse:

C: Es wird kein Spieler ausgewechselt.
D: Es wird genau ein Spieler ausgewechselt.
E: Es werden zwei oder drei Spieler ausgewechselt.

Da das Spiel auch nach der Verlangerung noch unentschieden steht, miissen
beide Mannschaften ins Elfmeterschieflen. Dafiir wird angenommen, dass
jeder Spieler von Mannschaft A eine Trefferquote von 80% und jeder Spieler
von Mannschaft B eine Trefferquote von 75% hat.

Ermitteln Sie, wie viele Elfmeter Mannschaft A mindestens schielen muss,
um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% mindestens einen
Treffer zu erzielen.

Beide Mannschaften schieflen jeweils fiinfmal. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass das Elfmeterschielen 4 : 4 endet. Danach treten
die Schiitzen jeder Mannschaft paarweise an. Ein Spieler jeder Mannschaft
schiefit einen Elfmeter. Wenn eine Mannschaft dabei in Fiithrung geht, hat
sie das Finale gewonnen, ansonsten ist das nachste Paar dran.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bereits nach dem ersten
Paar Mannschaft B das Finale gewonnen hat oder noch keine Entscheidung
gefallen ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach drei angetretenen
Paaren noch keine Entscheidung gefallen ist.
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Viel Spafl und viel Erfolg beim Studium!!!
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