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Einleitung

Die Grundlagen aller Naturwissenschaften bilden mathematische Gesetze, wo-
durch sich die Mathematik in den ersten Semestern als Grundlagenfach als un-
vermeidbar darstellt. Um den Einstieg in das Studium zu erleichtern ist das vor-
liegende Skript sehr ausfiihrlich geschrieben und beinhaltet insbesondere viele
Beispielaufgaben mit dem entsprechenden Losungsweg

Wir beginnen in Kapitel 2 damit, zunéchst einige Grundbegriffe der Logik wie
Aussagen zu erldutern, definieren im weiteren Verlauf die Verkniipfungen von
Aussagen und gehen auf deren wichtigste Figenschaften ein. In Kapitel 3 folgt
die Mengenlehre. Auch hier schauen wir uns Operationen mit Mengen an und
gehen auf einige spezielle Mengen wie zum Beispiel dem kartesischen Produkt
ein.

Kapitel 3 befasst sich sich mit dem Rechnen mit reellen Zahlen und stellt zu-
néchst eine Wiederholung aus der Schule dar. Es werden Potenzen, Wurzeln, Be-
trége von reellen Zahlen betrachtet und auf den Logarithmus sowie deren Gesetze
eingegangen. Dann werden das Summen- und Produktzeichen definiert, wobei die
Fakultat als spezielles Produkt eingefiihrt wird und auf Grundlage dessen kom-
men wir dann zum Binomialkoeffizienten, dem Pascalschen Dreieck und letztlich
zum binomischen Lehrsatz.

Kapitel 4 geht es um das Thema ,Funktionen“, welche zum Beispiel zur Model-
lierung biologischer Sachverhalte unausweichlich sind. Zunéchst betrachten wir
Relationen, kommen dann zum allgemeinen Funktionsbegriff und ersten Eigen-
schaften und untersuchen dann elementare Funktionen wie zum Beispiel Polyno-
me und Exponentialfunktionen. Weiterhin werden in diesem Kapitel auch Um-
kehrfunktionen betrachtet und es wird auf einige konkrete Beispiele wie die Lo-
garithmusfunktion naher eingegangen.

Kapitel 5 beinhaltet eines der wichtigsten Themengebiete der Mathematik und
befasst sich mit der ,Differentialrechnung”. Es gibt zunéchst die formale Defi-
nition von Differenzierbarkeit tiber den Differentialquotienten, dann folgen die
elementaren Ableitungsregeln, welche auch grofitenteils aus der Schule bekannt
sind. Des Weiteren werden lokale Extrema und Wendepunkte untersucht und Tay-
lorpolynome und -reihen eingefiihrt. Einige fortfiihrende Themen wie die Regel
von L‘Hospital und die Ableitung der Umkehrfunktion befinden sich auflerdem
im Anhang.



Abbildungsverzeichnis

In Kapitel 6 wird das Thema ,Integralrechnung“ behandelt. Auch hier gibt zu-
néchst die formale Definition des sogenannten Riemann-Integrals, allerdings ver-
einfacht flir stetige Funktionen. Es folgen Stammfunktionen und der Hauptsatz
der Analysis, welcher uns zum einen den Zusammenhang der Differential- und
Integralrechnung zeigt und es ermoglicht bestimmte Integrale bei Kenntnis einer
Stammfunktion zu berechnen. Weiterhin werden einige wichtige Integrationsme-
thoden untersucht und uneigentliche Integrale betrachtet. Abschliefend folgen
noch einige Anwendungen.



Kapitel 1

Logik und Mengenlehre

1.1 Logik

1.1.1 Aussagen

Sowohl im Alltag als auch in der Wissenschaft ist es erforderlich, Sachverhalte
der objektiven Realitat gedanklich widerzuspiegeln und sprachlich auszudriicken.
Diesem Zecke dienen in unserem Alltag vorwiegend Aussagesatze.

In der Wissenschaft werden diese Ausdrucksmittel vor allem durch mathematische
Symbole erginzt und komplettiert. Wir machen dazu die folgende Definition.

Definition 1.1.1 (Aussage): Unter einer Aussage versteht man eine gedank-
liche Widerspiegelung eines Sachverhalts der objektiven Realitdt mit Hilfe der
Sprache und der mathematischen Symbolik. Eine Aussage heiffit wahr genau dann,
wenn sie einen Sachverhalt richtig (adaquat) widerspiegelt. Andernfalls heifit die
Aussage falsch.

Bemerkung 1.1.2: Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch. Es gibt also
weder Aussagen, die weder wahr noch falsch sind, noch Aussagen, die sowohl
wahr als auch falsch sind.

Beispiel 1.1.3: Wir betrachten zunécht einige Aussagen im Alltag:

a) ,Berlin ist die Hauptstadt von Deutschland.“ Diese Aussage ist natiirlich
wahr.

b) ,Jeder Mensch hat 32 Zdhne Die Aussage ist falsch, da es sicherlich auch
Menschen mit weniger Zahnen gibt.

Nun wollen wir uns noch einige Aussagen aus dem Bereich der Mathematik an-
schauen:

a) ,,7 ist eine Primzahl“ Diese Aussage ist wahr (wie wir natiirlich bereits aus
der Grundschule wissen).
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b) ,m ist eine natiirliche Zahl“ Diese Aussage ist falsch.
c) ,b < 8 ¢ Diese Aussage ist natiirlich wahr.

d) ,x = 4 ist eine Losung der Gleichung 2% — 5x + 4 = 0 Diese Aussage ist
wahr, wie man durch Einsetzen sehr leicht nachpriifen kann.

e) ,Jede gerade Zahl grofer als 2 ist als Summe von 2 Primzahlen darstellbar .
Diese Aussage ist entweder wahr oder falsch und gehort zu den ungelosten
mathematischen Problemen.

f) ,Jede natirliche Zahl, die durch 21 teilbar ist, ist auch durch 7 teilbar.“
Diese Aussage ist wahr.

g) ,Jede natiirliche Zahl, die durch 7 teilbar ist, ist auch durch 21 teilbar.“
Diese Aussage ist falsch, ein Gegenbeispiel waire 14.

Beispiel 1.1.4: Natiirlich gibt es auch Sétze, die keine Aussage darstellen. Das
liegt daran, dass wir ihr keinen Wahrheitswert zuordnen kénnen. So ist zum
Beispiel der Satz

,Nachts ist es kalter als draussen.”

keine Aussage. Ein Gegenbeispiel aus dem Bereich der Mathematik wéare der Term
5 — 3x,

welcher auch keine Aussage darstellt.

1.1.2 Verkniipfung von Aussagen

Mit Hilfe gewisser Bindeworter (oder; und; wenn ..., dann; genau dann, wenn)
kann man zwei Aussagen zu einer neuen Aussage verkniipfen. Ferner kann man
durch Negation (Verneinung) einer gegebenen Aussage eine neue Aussage erzeu-
gen.

Dabei ist es belanglos, ob zwischen den gegebenen Aussagen ein inhaltlicher Zu-
sammenhang besteht oder nicht. Insbesondere hingt der Wahrheitswert (WW)
der erzeugten Aussage nur von den Wahrheitswerten der gegebenen Aussagen und
von der Art der Verkniipfung ab, nicht aber von ihrer inhaltlichen Bedeutung.
Es seien p und ¢ zwei beliebige Aussagen. Dann bezeichnet

1. p (lies: ,Nicht p“) die Negation (das logische Gegenteil) von p.
p ist genau dann wahr, wenn p falsch ist und umgekehrt.

2. pAq (lies: ,p und ¢“) die Konjunktion von p und q.
p A q ist genau dann wahr, wenn sowohl p als auch ¢ wahr sind.
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3. pV q (lies: ,p oder ¢*) die Disjunktion von p und q.
pVq ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen p und ¢ wahr
ist.

4. p = q (lies: ,wenn p, dann ¢“) die Implikation von p und gq.
p = q ist genau dann falsch, wenn die Aussage p wahr, aber ¢ falsch ist,
sonst also immer wahr.
Aus der Aussage p folgt die Aussage ¢. Man bezeichnet p als hinreichende
Bedingung fiir ¢ und ¢ als notwendige Bedingung fiir p.
Die Implikation lasst sich leicht einpragen an einem Beispiel aus dem All-
tags. Wir betrachten die Aussagen: p: , Die Ampel ist rot.* — wahr
q: ,Ich bleibe stehen.* — wahr
Die Implikation wird nur falsch, sofern die Aussage ¢ negiert wird. Man
erhélt dann: ,,Die Ampel ist rot und ich bleibe folglich nicht stehen.”

5. p < q (lies: ,p dquivalent ¢ “ oder , genau dann p, wenn ¢“) die Aquivalenz

von p und q.
p < ¢ ist genau dann wahr, wenn die Aussagen p und ¢ den selbsen
Wahrheitswert haben, wenn also p und ¢ entweder beide wahr oder beide
falsch sind.

Beispiel 1.1.5: Wir betrachten die Aussagen

p: ,,Die Zahl 16 ist durch 3 teilbar.“, welche falsch ist und

q: ,Die Zahl 16 ist eine gerade Zahl“, welche wahr ist. Dann ist

p: ,Die Zahl 16 ist nicht durch 3 teilbar (wahr),

,Die Zahl 16 ist keine gerade Zahl“ (falsch),

QY

p A q: ,Die Zahl 16 ist durch 3 teilbar und gerade. (falsch)
pV q: ,Die Zahl 16 ist durch 3 teilbar oder gerade (wahr)

p = q: ,,Wenn die Zahl 16 durch 3 teilbar ist, dann folgt daraus, dass sie gerade
ist.* (wahr) sowie

p < q: ,Die Zahl 16 ist durch 3 teilbar genau dann, wenn 16 gerade ist.“ (falsch)
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Es ist iiblich, die Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen in Abhéngigkeit
von den Wahrheitswerten der Einzelaussagen in sogenannten Wahrheitstafeln dar-
zustellen. Wir benutzen die Abkiirzungen ,w* fiir ,wahr* und ,f“ fiir ,falsch®.

p|lq | p|pAhNqg|pVqg | p=q=pVq | psq
w | W f w w W w
w f f W f f
f w | w f w w f
f f w f f W W

Definition 1.1.6 (Logische Ausdriicke): Unter einem logischen Ausdruck
versteht man die Verkniipfung von logischen Variablen mit Hilfe der zuvor be-
trachteten Operationen und Klammern, die die Reihenfolge der Abarbeitung der
Operationen regeln. Zwei Aussageverbindungen heiflen logisch dquivalent, falls ih-
re Wahrheitstafeln werteverlaufsgleich sind. Diese kénnen dann logisch als vollig
gleichwertig betrachtet werden.

Bemerkung 1.1.7: Die Aquivalenz von logischen Ausdriicken bildet die Grund-
technik fiir mathematische Beweise.

Beispiel 1.1.8: p<g¢=(p=9AN(g=p)=pPVq A(pVQ

Beweis: Wir betrachten die Wahrheitstafeln der logischen Ausdriicke. Es ist

pla | P | qa|pVe|pvg | GVaOAPVY | peg
w f f w w w w
f w f w f f
f w | W f w f f f
f f wo| W W w w w
sowie
p p=q=pVq | q=p=pVq | (p=9N(@=p) | PEq
W w W W
w f
f W w f f
f W w
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Im Folgenden kommen wir zu einigen Rechenregeln fiir logische Ausdriicke, welche
sich mit Hilfe von Wahrheitstafeln leicht beweisen lassen. Dies tiberlassen wir an
dieser Stelle allerdings dem interessierten Leser.

a) Kommutativgesetze

b) Assoziativgesetze

(pANg) AT = pA(gAT)=pAgAT
(pVgVr = pV(gVr)=pVqVr

c¢) Distributivgesetze

pVignr) = (pVgA(pVr)
pA(qVr) = (pAgQV(pAT)

d) Gesetze zur Negation

p) = p
PANq = pVq
pVqg = pAgq

e) Transitivitét
(=g N(g=1)=(p=r1)

1.1.3 Aussageformen

Definition 1.1.9: Sitze mit einer oder mehreren Variablen aus einer gewissen
Grundmenge (z.B. die Menge der Natiirlichen Zahlen N) heilen Aussageformen,
wenn Sie bei spezieller Wahl der Variablen in eine Aussage tibergehen. Die Grund-
menge bezeichnet man auch als Variablenbereich.

Bemerkung 1.1.10: Als Symbol fir Aussageformen benutzen wir p(z). Wir sa-
gen p(z) ist Aussageform mit der Variablen x. Der Wahrheitswert von p(x) hangt
von der Variablen x ab.

Beispiel 1.1.11: Wir betrachten die Aussageform p(z) : 2o < x + 2. Als Varia-
blenbereich wéhlen wir N. Dann geht die Aussageform fiir x = 1 in eine wahre
Aussage und fiir x > 1 in eine falsche Aussage tiber.
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1.1.4 Quantoren

Um die Notation zu erleichtern, fithren wir die folgenden Quantoren ein.




1.2 Mengenlehre

1.2 Mengenlehre

1.2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 1.2.1 (Menge (nach Georg Cantor)): Unter einer Menge ver-
steht man eine Zusammenfassung von einzelnen wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen (oder zu einer
Einheit). Die zu einer Menge gehérenden Objekte, aus denen sich die Menge
zusammensetzt, werden Elemente der Menge genannt.

Bemerkung 1.2.2: « Als Variable fiir Mengen werden gewohnlich grofie, fiir
die Elemente kleine Buchstaben benutzt. Ist  ein Element der Menge M,
so schreibt man x € M.

o x ¢ M bedeutet, dass = kein Element der Menge ist.

« Je nachdem, ob eine Menge endlich oder unendlich viele Elemente enthalt,
spricht man auch von einer endlichen oder unendlichen Menge.

o Eine Menge, die keine Elemente enthélt wird als leere Menge bezeichntet
und man schreibt M = (.

o Zwei Mengen sind gleich, wenn beide Mengen genau die gleichen Elemente
besitzen.

Beispiel 1.2.3: Mengen im Alltag
a) Die Buchstaben eines Alphabets.

b) Die Menge der Biologie-Studenten an einer bestimmten Hochschule.

Beispiel 1.2.4: Mengen im Bereich der Mathematik
a) Die Menge der naturlichen Zahlen N = {1,2,3,...}.
b) Die Menge der ganzen Zahlen Z = {0, +1,+2,...}.

d

)
c¢) Die Menge der rationalen Zahlen Q = {§ | p,q € Z,q # 0}.
) Die Menge der reellen Zahlen R.

)

e) Alle natiirlichen Zahlen, die der Bedingung 3 < n < 10 geniigen, bilden eine
Menge M.



Kapitel 1 Logik und Mengenlehre

1.2.2 Beschreibung von Mengen

Die einfachste Art, eine Menge zu beschreiben, ist die Aufzdhung ihrer Elemente.
Dabei schliefit man die Liste der Elemente in geschweifte Klammern ein.

Beispiel 1.2.5: Wir betrachten erneut die Menge M aller natiirlichen Zahlen,
die der Bedingung 3 < n < 10 geniigen. Dann kénnen wir diese Menge auch wie
folgt darstellen: M = {4,5,6,7,8,9}.

Beispiel 1.2.6: Wir betrachten die Menge L aller reellwertigen Losungen der
Gleichung
(x—2)(z +3)(2* —16)(2* +1) =0

Durch Losen der Gleichung (man denke an den Satz: ,Ein Produkt wird ,0%
wenn mindestens einer der Faktoren 0 wird“) erhalten wir L = {—4,—3,2,4}.

Beispiel 1.2.7: Die Menge K der ganzen Zahlen mit der Bedingung ¢ < 10.
Dann ist K = {0, £1,+2, £3}
Das waren alles endliche Mengen.

Bemerkung 1.2.8: Bei unendlichen Mengen gibt man einige Elemente an und
deutet durch Punkte ... die erforderliche Fortsetzung an.

Beispiel 1.2.9: N={1,2,3,...}
Beispiel 1.2.10: Q = {1,4,9,16,...} ist die Menge der Quadratzahlen.

Bemerkung 1.2.11: Wie wir zuvor auch schon bei dem zweiten Beispiel ge-
sehen haben, kann es bei unendlichen Mengen zu Miflverstdndnissen kom-
men. Um dieses Dilemma zu umgehen, gibt es noch die Moglichkeit die Men-
ge durch die charakteristischen Eigenschaften ihrer Elemente zu beschreiben.
M = {z | Eigenschaft} sprich: M ist Menge aller x mit der Eigenschaft ... .

Beispiel 1.2.12: M = {4,5,6,7,8,9} = {n | n € NA3 < n < 10}

1.2.3 Relationen zwischen Mengen

Definition 1.2.13: Zwei Mengen A und B heiflen gleich, geschrieben A = B,
genau dann, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Des Weiteren heifit eine Menge A Teilmenge einer Menge B, geschrieben A C B,
genau dann, wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist.

10
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Bemerkung 1.2.14: Die obige Definition einer Teilmenge schlieffit nicht aus,
dass die beiden Mengen gleich sind. Soll dies mit ausgeschlossen werden, das
heifit dass B ein zusétzliches Element besitzt, welches nicht in A vorhanden ist,
so nennt man A eine echte Teilmenge von B, geschrieben A C B.

Beispiel 1.2.15: Es gilt die folgende Hierarchie
NczZcQcR
Beispiel 1.2.16: Wir betrachten die Mengen

My={z]zeRA(x—1)-(x+2) - (x—2,5) =0}
My={2x |2 €RA 20 —5) (2 +2—-2)=0}
Ms={x |z €RA22*—Tx+5=0}

Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Mengen auch in der folgenden Form geschrie-
ben werden konnen.

M, ={-2; 1; 2,5}

Somit gilt M, = M, sowie M3 C M;.

Bemerkung 1.2.17: Esist A C A sowie ) C A.
Fernergilt AC Bund BC(C = ACCsowieACBund BCA=— A=08.
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Kapitel 1 Logik und Mengenlehre

1.2.4 Operationen mit Mengen

Vereinigung von A und B: Unter der Vereinigung von A und B, geschrieben
A U B versteht man die Menge der Elemente, die mindestens einer der beiden
Mengen A oder B angehort, das heift

AUB={z|(x € A)V (z € B)}.

Abbildung 1.1: Die Vereinigung von A und B entspricht dem rot schraffierten
Bereich.

Durchschnitt von A und B: Unter dem Durchschnitt von A und B, geschrieben
AN B versteht man die Menge der Elemente, die sowohl der Menge A und der
Menge B angehoren, das heif3t

ANB={z|(z€ A)A(z € B)}.

Abbildung 1.2: Der Durchschnitt von A und B entspricht dem blau schraffierten
Bereich.

Bemerkung 1.2.18: Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt (elementefremd), wenn
es kein Element gibt, das sowohl in A als auch in B enthalten ist, d.h. ANB = ().

Differenz von A und B: Unter der Differenz von A und B, geschrieben A\B
versteht man die Menge der Elemente, die zur Menge A aber nicht der Menge B
angehoren, das heifit

AB={z|(xecA)A(z¢B)

12



1.2 Mengenlehre

Abbildung 1.3: Die Differenz von A und B entspricht dem
Bereich.

Symmetrische Differenz von A und B: Unter der symmetrischen Differenz von
A und B, geschrieben A A B versteht man die Menge der Elemente, bei der aus
der Menge AU B die Elemente entfernt wurden, die zu A und B gehoren, die also
genau einer der Mengen A und B angehoren.

AAB=(A\B)U(B\A) = (AUB)\(AN B)

Abbildung 1.4: Die symmetrische Differenz von A und B entspricht dem
Bereich.

Beispiel 1.2.19: Wir betrachten die Mengen A = {1,2,3,4,5,6} und
B =1{2,4,6,7}. Dann ist

AUB=1{1,2,3,4,5,6,7}
ANB ={2,4,6}
A\B = {1,3,5}
B\A = {7}
AAB=1{1,357}

1.2.5 Kartesisches Produkt und Potenzmenge

Definition 1.2.20: Unter dem kartesischen Produkt A x B versteht man die
Menge aller geordneten Zahlenpaare (a, b) mit a € A und b € B, das heift

AxB={(a, b)|ac A, be B}.

Beispiel 1.2.21: {z,y,z} x {1,2} = {(z,1); (z,2); (y,1); (y,2); (2,1); (2,2)}

13



Kapitel 1 Logik und Mengenlehre

Beispiel 1.2.22: Wihrend durch R x R = R? = {(z,y) | r € R, y € R} die
Menge aller Punkte in der Ebene beschrieben wird, erhalten wir durch

[a,b] x [c,d]
ein Rechteck in der Ebene.

d ”-
cT " '
: I
'
'

Abbildung 1.5: Rechteck als kartesisches Produkt

AuBerdem ergibt Z x Z = 7Z? ein Gitternetz.

3
2 A
14
EE
-2 A
-3 A

Abbildung 1.6: Gitternetz in der Ebene

Beispiel 1.2.24: Sei A = {a,b, c}. Dann ist

P(A) = {0.{a},{b}.{c},{a, b}, {a,c},{b.c}, A}.
Bemerkung 1.2.25: Fiir jede Menge A gilt () € P(A) und A € P(A).




1.2 Mengenlehre

Beispiel 1.2.27: Sei A = {a,b,c}. Dann ist |A| = 3.

Bemerkung 1.2.28: Diese Bezeichnung benétigen wir vor allem im Kapitel
Wahrscheinlichkeitstheorie, um den Begriff der klassischen Wahrscheinlichkeit zu
definieren.

n

Bemerkung 1.2.29: Fir die Potenzmenge einer Menge A gilt |[P(A)| = 2",
wobei |A| = n.

Beispiel 1.2.30: Sei A = {a,b,c}. Dann ist n = |A| = 3 und somit |P(A)| =
23 = 8, was auch ersichtlich wird, wenn man sich die Menge nochmals anschaut

P(A) = {0, {a},{b},{c},{a, b}, {a, c}, {b, c}, A}.

1.2.6 Intervalle

Unter einem Intervall versteht man eine Teilmenge von R. Dabei unterscheiden
wir zwischen

a) [a,b] ={r € R | a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)

b) (a,b) ={x € R | a <z < b} (offenenes Intervall)
¢) (a,b] ={x € R | a <z <b} (links offenes Intervall)
d) [a,b) ={x € R | a <z < b} (rechts offenes Intervall)

Beispiel 1.2.31: Die Menge
A:{$€R|x2§9}
kann zum Beispiel auch als abgeschlossenes Intervall geschrieben werden. Es ist
A=1[-3;3].
Im Gegensatz dazu ergibt
B:{x€R|x2<9}

das offene Intervall
B =(-3;3).

15
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Kapitel 2

Rechnen mit reellen Zahlen

In diesem Kapitel wiederholen wir einige Grundbegriffe zum Rechnen mit reellen
Zahlen, welche schon aus der Schule bekannt sein miissten und erweitern diese
durch neue wie zum Beispiel das Summenzeichen.

2.1 Betrage, Potenzen und Logarithmen

Im Folgenden sei a € R.

Definition 2.1.1: Unter dem Betrag von a versteht man

a fuira>0
la| = :
—a fura <0

Der Betrag einer Zahl ist also immer positiv oder ,,0“

Beispiel 2.1.2: Sei ¢ = 2. Dann ist |a| = [2| = 2. Allerdings gilt auch fur
a=—2,dass |a| =] —2| =2.

Bemerkung 2.1.3: Es folgen einige Rechenregeln fiir Betrage. Fir alle a,b € R
gilt.

i) | —al=|ql
i) |a-b] = |al - [0]
i) % = ||ab’| falls b # 0

iv) Va2 = |al

v) |a| >0 und |a] =0 <= a = 0.

17



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Definition 2.1.4: Die n-te Potenz einer reellen Zahl ist fiir n € N wie folgt
definiert.
a*=ga-...-q

———
n—mal

Bemerkung 2.1.5: Fir beliebige n € R wird a” fiir @ > 0 mit Hilfe der euler-
schen Zahl e und dem natiirlichen Logarithmus definiert.

no_ eln(a”) _ ,nn(a)

a €

Genaueres dazu folgt im weiteren Verlauf des Skriptes.

Bemerkung 2.1.6 (Potenzgesetze): Es gelten die folgenden Rechenregeln
im Umgang mit Potenzen.

am an — am—i—n’ L _ am—n
an
(am)n — amn
Ferner gilt fiir a # 0, dass
1
a®=1 und o "= —.
aTL
Beispiel 2.1.7: Wir betrachten den Term
4a? - b*
2a* - b3
und wollen diesen mit Hilfe der Potenzgesetze vereinfachen. Es gilt
Aa®- B e ey
2a* - b3
= 242"
207
N

Bemerkung 2.1.8 (Wurzeln): Wurzeln sind definiert als spezielle Potenzen.
Es gilt zunéchst fir a > 0

Va = al/m, Van = g¥™

Ferner gilt /a = a'/? = \/a und fiir a = 0, dass /0 = 0.

18



2.1 Betrage, Potenzen und Logarithmen

Beispiel 2.1.9: Wir betrachten die Addition und Subtraktion von Wurzeln.

V50— V8 — VT2 4+ V18 =225 V24— V2-4-9+V2-9
=V25-vV2—-V4-V2-V9-V4-V24+V9-V2
=5V2—-2v2—-3-2v2+3V2
=0

Beispiel 2.1.10 (Rationalmachen des Nenners): Wir vereinfachen den fol-
genden Ausdruck, in dem wir den Wurzelterm im Nenner mit Hilfe der binomi-

schen Formel
(a+b)-(a—0b)=a*—0b

rational machen.

V20—-2 (V20 —2)(v5-2)
VE+2  (VE+2)(V5-2)
V100 — 24/20 — 24/5 + 4
5—4
—14-6V5

Definition 2.1.11: Unter dem Logarithmus x einer positiven reellen Zahl a zu
einer Basis b € R™ mit b # 1 versteht man die reelle Zahl, welche man mit b
potenzieren muss, um a zu erhalten. Es ist also

b* = a <= x = logy(a). (2.1.1)

Bemerkung 2.1.12: Der Logarithmus zur Basis e, also zur Eulerschen Zahl,
wird als natiirlicher Logaritmus bezeichnet, es ist log, a = In(a). Ferner folgt aus

Gleichung (2.1.1), dass
a = blogb(a)_

Weiterhin gilt fiir beliebige Basen, dass log,(1) = 0 sowie log,(a) = 1 und insbe-
sondere In(e) = 1.

Beispiel 2.1.13:
2 =log,(25) <= 1 =25 =2 =5 (= —5 entfillt, da = > 0)

Beispiel 2.1.14:
2 =logs(z) =3P =r=12=9

19



Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Bemerkung 2.1.15 (Basiswechsel): Es gilt

o) = 1)

das heifit wir konnen die Berechnung von Logarithmen beliebiger Basis auf Be-
rechnungen des natirlichen Logarithmus zuriick fithren. Anzumerken ist natiirlich
noch, dass diese Formel auch fiir andere Basen gilt, allerdings werden sich unsere
Berechnungen im weiteren Verlauf auf den nattirlichen Logarithmus beschranken.

Bemerkung 2.1.16 (Logarithmusgesetze): Aus der Definition des Logarith-
mus und den Potenzgesetzen lassen sich die folgenden Rechenregeln im Umgang
mit dem (natirlichen) Logarithmus herleiten.

a) In(a-b) = In(a) + In(b)
b) In (Z) — In(a) — In(b)

¢) In (czb) =b-1In(a)

Da diese Gesetze immer wieder bendtigt werden, sollte man sie sich unbedingt
einpragen!!!

Beispiel 2.1.17:

In (16 ' a’3> — In(16 - 2%) — In(e?)

= In(16) + In(z*) — 21n(e)

——
=1

=In(2%) + 3 In(z) — 2
=4In(2) +3In(z) — 2
Beispiel 2.1.18: Losen von Exponentialgleichungen (Dies werden wir insbeson-
dere bei der Kurvendiskussion von Exponentialfunktionen benttigen)
e =2=1In(e") =In(2) = z - In(e) = In(2) = = = In(2)
=1

Beispiel 2.1.19: Analog kénnen wir nun auch Logarithmusgleichungen lésen,
wie zum Beispiel die folgende.

lmﬁ—A%JMI—m=22§m<ﬁ_§>:2¢:4n0x_m%x+m>=2

T — T —2
—In(r+2)=2=1+2=¢
— = -2

Dies ist auch tatséchlich eine Losung der Gleichung, da e? — 2 > 2.
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2.2 Summen und Produkte

2.2 Summen und Produkte

Definition 2.2.1: Seien ay, as, . .., a, reelle Zahlen. Wir definieren
n
a;+as+ ...+ ay ::Zai.
i=1

(Sprich: ,Die Summe von ¢ = 1 bis n der ;).

¢ wird als Summationsindex bezeichnet. Bei der Zahl, die unter dem Summen-
zeichen (}) steht, beginnt die Summe. Die obere Grenze befindet sich iiber dem

Summenzeichen.

Beispiel 2.2.2: Wir mochten mittels Summenzeichen die Summe der natitirli-
chen Zahlen von 4 bis 21 darstellen. Natirlich konnten wir auch schreiben

4+54...+21,

aber wesentlich eleganter ist doch

Bemerkung 2.2.3: Die folgenden Rechengesetze benotigt man im Umgang mit

dem Summenzeichen.

b) > (ca;) =c-Y_a; fir c € R (Homogenitét)

¢) > ai+ Y a;=)Y_a; fiir | <n < m (Zerlegungsformel)
i=l

i=n+1 i=l
n n+k
d) > a;= > a;y fir alle k € N (Indexverschiebung)
i=l i=ltk

Bemerkung 2.2.4: Analog zum Summenzeichen wird auch das Produktzeichen
definiert. Es ist

n

Hai:al-ag-...-an
i=1
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Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

Beispiel 2.2.5: Wir schauen uns nun einige spezielle Summen an.

a) FiralleaeRgilt Y a=n-a.

=1

b) Fir die Summe der nattrlichen Zahlen gilt

n . 1
1+2+...+n:Zi:w.

Diese Formel geht auf Carl Friedrich Gauf zuriick, wobei die , Legende* be-
sagt, dass er aufgrund von fehlhaften Betragen wdihrend des Unterrichts die
Aufgabe bekam, die Zahlen von 1 bis 100 zu summieren. Dabei stiefs er auf
diesen Zusammenhang. Die genaue Vorgehensweise findet der interessierte
Leser am Ende des Skriptes im Anhang.

2.3 Pascalsches Dreieck und binomischer Lehrsatz

Definition 2.3.1: Unter dem Begriff n-Fakultat, geschrieben n! versteht man

bei einer natiirlichen Zahl n das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen, das
heift

[[i=1-2-...-(n—1)-n=:nl
i=1

fiir n € N. Ferner definiert man 0! = 1.

Beispiel 2.3.2:
31=1-2-3=6

Bemerkung 2.3.3: Als eine direkte Folgerung aus der Definition erhalten wir
nl=n-(n—1).L

Beispiel 2.3.4: Es ist
A=1-2-3-4=24,

aber analog geht die Berechnung auch wie folgt

A=4. 3 =2
5
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2.3 Pascalsches Dreieck und binomischer Lehrsatz

Bemerkung 2.3.6: Es gilt

()
()0

c) (:) =0, falls & > n.

Bemerkung 2.3.7: Man findet die Binomialkoeffizienten auflerdem im soge-
nannten Pascalschen Dreieck und auch ein weiterer interessanter Zusammenhang

wird ersichtlich

1a? + 2ab + 1b?
1a® + 3a®b + 3ab* + 1b3
la* + 4a®b + 6a%b + 4ab® + 1b*

=S W NN = O |3

(a+b)" (1), k=12....n
1 (g)=1
la+1b (é): G):

Man erkennt unter anderem, dass die ,mittigen“ Binomialkoeffizienten fiir ein
bestimmtes n, sich als Summe der beiden Binomialkoeffizienten bilden, die jeweils
dartiber stehen. Zur besseren Illustration betrachten wir nochmal das Pascalsche

Dreieck bis n = 3.
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Kapitel 2 Rechnen mit reellen Zahlen

1 3 3 1

Dieser Zusammenhang kann allgemein formuliert werden durch
n n n+1
+ =
(1)) = ()
Satz 2.3.8 (Binomischer Lehrsatz): Fir alle a,b € R und n € N gilt

n __ n n n n—1 n n—1 n n o__ = n n—kpk
(a+0b) —<0>a —|—<1>a b+...+<n_1>ab +<n>b —162:%(]{)@ b

Beispiel 2.3.9: Der Fall n = 2 entspricht genau der aus der Schule bekannten
yersten® binomischen Formel. Es ist

2 2 2
(a+b)? = <0> a’® + <1> a® b+ <2> b? = a® + 2ab + b*.

Beispiel 2.3.10: Wir betrachten den Ausdruck

1 8
(43c+>
x

und wollen den Koeffizienten vom konstanten Glied berechnen. Nach dem bino-
mischen Lehrsatz und den Potenzgesetzen gilt zunachst

A N

k=0

8 8./8
(k;) 48—k 8=k —k _ Z (k) 48—k 8—k—k

k=0
8 48—](23;,872]{’
o \k

Man iiberlegt sich leicht, dass das konstante Glied genau fiir ¥ entsteht. Somit
hat man die Gleichung 8 — 2k = 0 zu l6sen. Triviale Umformungen ergeben k& = 4.
Folglich ergibt sich fiir den Koeffizienen

(2) 487k — (i) 484 =70 - 256 = 17920

Il
M 10

k
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Kapitel 3

Funktionen

3.1 Relationen

In Kapitel 3.5 haben wir das kartesische Produkt definiert. Das fithrt zu folgender
Definition.

Definition 3.1.1: Unter einer Relation R zwischen zwei Mengen A und
B versteht man eine Teilmenge des kartesischen Produkts A x B =
{(a, b) |a€ A, be B}, also R C A x B.

Beispiel 3.1.2: Gegeben sind die Mengen A = {a,b,c} und B = {w,x,y, z}.

Dann ist eine Realation gegeben durch

R ={(a,2);(b,2); (c,w); (e y)}-

R

N7

Abbildung 3.1: Beispiel einer Relation
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Kapitel 3 Funktionen

Beispiel 3.1.3: Wir betrachten die Relation R = {(z,y) € R? | 2y + 4z < 6}.
Diese Menge stellt also alle Punkte (x,y) dar, welche die Ungleichung

1
2+ <6 <= y§—§x+3

erfillen.

Abbildung 3.2: Beispiel einer weiteren Relation

Bemerkung 3.1.4: Da durch Relationen Teilmengen von R? beschrieben wer-
den, gelten natiirlich auch die gleichen Mengenoperationen, die wir in Kapitel 3
kennen gelernt haben.

3.2 Allgemeiner Funktionsbegriff und erste
Eigenschaften

Definition 3.2.1: Eine Funktion (oder Abbildung) f : A — B (A und B
sind zwei nichtleere reelle Teilmengen) ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem
x € A genau ein y € B zuordnet. Die Menge A = Dy heiBt Definitionsbereich
der Funktion. Ist y = f(z), dann heisst y das Bild zu x und x ist ein Urbild
zu y. Die Menge B = W; ist die Zielmenge oder der Wertebereich von f.
AuBerdem versteht man unter der Menge Bild(f) = {f(x) : x € A} (also die
Menge aller Bilder) das Bild der Funktion.

Bemerkung 3.2.2: Funktionen sind also spezielle Relationen, namlich genau
die, bei denen jedem Element aus A genau ein Element aus B zugeordnet wird.
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3.2 Allgemeiner Funktionsbegriff und erste Eigenschaften

Beispiel 3.2.3: Seien A = {a,b,c} und B = {w, z,y, z}. Dann ist eine Relation
gegeben durch
R ={(a,x);(b,2);(c,w)}.

Da diese eindeutig ist, handelt es sich um eine Funktion f, das heifit R = f.

Abbildung 3.3: Beispiel einer Relation, welche auch eine Funktion ist.

Im Folgenden wollen wir uns einige grundlegende Eigenschaften anschauen, wel-
che Funktionen besitzen kénnen.

Definition 3.2.4: Sei f : A — B eine Funktion. Dann heifit f injektiv,
falls fir alle z1, x5 € A aus f(z1) = f(z2) folgt, dass x; = x5. Ferner heifit f
surjektiv, falls Wy =Bild(f). Ist f sowohl injektiv als auch surjektiv, so nennt
man die Funktion bijektiv.

Abbildung 3.4: Beispiel einer Funktion, welche injektiv, aber nicht surjektiv ist.
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Kapitel 3 Funktionen

Abbildung 3.6: Beispiel einer bijektiven Funktion.

Beispiel 3.2.5: Die Funktion f : R — R mit f(z) = 22 ist zum Beispiel weder
injektiv noch surjektiv und somit natiirlich auch nicht bijektiv. Genauer ist zum
einen Bild(f) = R} # R, wodurch die Bedingung fiir Surjektivitit verletzt ist
und weiterhin ist beispielsweise mit f(1) = 12 =1 und f(—1) = (=1)?> = 1, also
f(1) = f(—=1), aber 1 # —1, die Injektivitdtsbedingung verletzt.

Beispiel 3.2.6: Die Funktion f : R — R mit f(z) = 2® ist ein Beispiel fiir
eine bijektive Funktion. Genauer ist zum einen Bild(f) = R = W}, wodurch die
Bedingung fiir Surjektivitdt erfillt ist und weiterhin wird jeder Funktionswert
auch wirklich nur einmal angenommen, somit ist f auch injektiv.

Definition 3.2.7: Eine Funktion f : Dy — Wy heifit gerade (symmetrisch
zur y-Achse), falls

f(x) = f(=z) Va €Dy

Auflerdem versteht man unter einer ungeraden (zum Ursprung symmetrischen)
Funktion f : Dy — W} eine Funktion mit der Eigenschaft

f(x) =—f(—x) Yz €Dy
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3.2 Allgemeiner Funktionsbegriff und erste Eigenschaften

Beispiel 3.2.8: Die Betragsfunktion f : R — R mit f(x) = |x| ist ein Beispiel
fiir eine gerade Funktion, denn

f(=a) = | = a| = [z] = [f(2).

Ein Beispiel fiir eine ungerade Funktion ist die Ursprungsgerade f : R — R
mit f(z) =z, da
—f(=2) = =(=2) =z = f(2).

Weder gerade noch ungerade ist die Funktion f(z) = 2 + z, da

f(—2) = (—2)* + (—2) = 2* — 2z # f(z) sowie
—f(—2)=—(2* —2) = -2+ # f(2)

Abbildung 3.7: Beispiel einer geraden (links) und ungeraden Funktion (rechts).

Beispiel 3.2.10: Die Funktion f : R — R mit f(z) = z ist ein Beispiel fur
eine streng monoton wachsende Funktion, wahrend f(x) = —x streng monoton
fallend ist.
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3.3 Lineare Funktionen

3.3 Lineare Funktionen

Definition 3.3.1: Unter einer linearen Funktion versteht man eine Funktion
f R — R der Gestalt
f(z) = mzx +n,

wobei m € R der Anstieg und n € R die Schnittstelle mit der y-Achse ist.

Bemerkung 3.3.2: Eine lineare Funktion ist durch zwei Punkte eindeutig be-
stimmt. Fir die Punkte P(zq;y;) und Q(z2;y2) berechnet man zundchst den
Anstieg durch
Y2 —
m =
T2 — I

und setzt diesen sowie eine der beiden Punkte in die Funktionsgleichung y =
mx + n ein, um daraus den Parameter n zu bestimmen.

Abbildung 3.8: Graphische Interpretation einer allgemeinen linearen Funktion

Beispiel 3.3.3: Wir bestimmen die lineare Funktion, welche durch die Punkte
P(1;3) und Q(—2; —3) geht. Es ist

-3-3 -6

:7:2
-2—-1 =3

m =

sowie
3=2-14n<—n=1.

Somit ergibt sich f(x) = 2z + 1.
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3.4 Quadratische Funktionen

Definition 3.4.1: Unter einer quadratischen Funktion versteht man eine
Funktion f: R — R der Gestalt

f(z) = az® + bz +c,

wobei a, b, ¢ € R die reellen Koeffizienten sind (a # 0).

Beispiel 3.4.2: Fiir a = 1 und b, ¢ = 0 erhalt man die sogenannte Normalparabel

f(z) =22

Bemerkung 3.4.3: Der Parameter a sorgt fiir eine Stauchung oder Streckung
der Funktion bzw. auch dafiir, ob die Parabel nach oben oder unten gedffnet
ist. Sei @ # 0 (sonst haben wir nédmlich eine lineare Funktion), dann kann sich
folgendes einpréigen

a) Falls a > 0, so ist die Parabel nach oben gedffnet, fir a < 0 ist die Parabel
nach unten geoffnet.

b) Ist |a] > 1, so handelt es sich um eine gestreckte Parabel, falls |a| < 1, so
spricht man von einer gestauchten Parabel.

Bemerkung 3.4.4: Die Parameter b und ¢ bewirken eine Verschiebung in x-
bzw. in y-Richtung. Am besten ist es, mit Hilfe der sogenannten quadratischen
Erganzung, folgende Form herzustellen

f(z) =a(x +d)*+e.
Dies ist die Scheitelpunktform und der Scheitelpunkt liegt bei S(—d;e).

Beispiel 3.4.5: Wir betrachten die quadratische Funktion f(x) = 42? — 16z + 8
und berechnen die Scheitelpunktform von f. Es ist
f(z) = 42® — 162 + 8 = 4(2* — 42 + 2)
=4(2* — 4o +4 —4+2)
—_————

=(z—2)2
=4((z-2)° - 2)
=4(z —2)* -8

Somit haben wir eine gestreckte, nach oben gedffnete quadratische Funktion,
deren Scheitelpunkt bei S(2; —8) liegt.
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Bemerkung 3.4.6: Hat die quadratische Funktion f(x) = 2% + px + ¢ die Null-
stellen xy, und zy,, dann gilt

TN, + Ty, = —p Sowie Ty, - Tn, = q.

So kann man also immer die Probe machen, ob man richtig gerechnet hat. Dies
wird auch als Wurzelsatz von Vieta bezeichnet.

Beispiel 3.4.7: Wir betrachten die quadratische Funktion f(z) = 2® + 2z — 8
und berechnen die Nullstellen von f. Es ist

fx)=0=0=2"+2z—38
= zy,, =121 (-8)=-1£V9=-1+3
:>$N1:—1—|—3:2 VAN ZL’N2:—1—3:—4.

AuBlerdem ist

TN, N, =2—4=—2 sowie xp, -xn, =2 (—4)=-8.
3.5 Polynome

Definition 3.5.1: Unter einem (reellen) Polynom n-ten Grades versteht man
eine Funktion f : R — R mit

f(x):Zai'xi:a0+a1x+a2x2+...+anxn,
i=0

wobei ag, ay, ..., a, € R die reellen Koeffizienten sind (a,, # 0).

Beispiel 3.5.2: Die konstanten Funktionen f(x) = ¢ mit ¢ € R sind Polynome
0. Grades.

Beispiel 3.5.3: Die linearen Funktionen f(x) = mx +n mit m,n € R, m # 0
sind Polynome 1. Grades.

Beispiel 3.5.4: Die quadratischen Funktionen f(z) = ax? + bx + ¢ mit a,b,c €
R, a # 0 sind Polynome 2. Grades.

Bemerkung 3.5.5: Sei f ein Polynom vom Grad n und zy eine Nullstelle von
f, das heifit f(xy) = 0, dann ldsst sich f wie folgt darstellen

f(x) = (x = x0) - (),

wobei ¢g ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Fir die Umformung kann man zum
Beispiel Polynomdivision benutzen.
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Beispiel 3.5.6: Wir betrachten das Polynom f(z) = x* + z* — 2z — 2. Durch
Probieren finden wir 2y = —1, da f(—1) = 0.

( x3+x2—2x—2):(1‘+1):x2—2

R R
—2r—2

2x + 2

0

— 32?20 —-2=(x+1) (2* - 2)
(x)
=g(x

Bemerkung 3.5.7: Sei f ein Polynom vom Grad n mit der Darstellung

flz) = (z—an)" g(2),

sowie g ein Polynom vom Grad n — k mit g(xy) # 0, dann keiit zx k-fache
Nullstelle von f.

Beispiel 3.5.8: Wir betrachten das Polynom f(x) = 23—42%+4x und berechnen
deren Nullstellen. Es ist
Flr)=0=0=2"—42® + 4

—= 0=ux-(2° —4a +4)

= a2y, =0 A 0=2%—4r +4

— oy, =2EVE— 4 = ay,, =2

— f(r) =2 —42* +dv =2 - (v — 2)°
Somit hat f eine doppelte Nullstelle bei 2 und eine einfache Nullstelle bei 0.

Bemerkung 3.5.9: Noch ein paar kleinere Bemerkungen zu den Nullstellen. Im
Folgenden sei f ein Polynom vom Grad n > 1.

a) f hat hochstens n verschiedende reelle Nullstellen zy;,, ...z, . In diesem
Fall zerféllt das Polynom vollstandig in n Linearfaktoren. (Fundamentalsatz

der Algebra)

b) Bei einer 2—;4—;...;(2k)— fachen Nullstelle (k € N) wird die z-Achse nur
beriihrt.

c) Bei einer 1—;3—;...;(2k + 1)— fachen Nullstelle (k € N) wird die z-Achse

geschnitten und es erfolgt ein Vorzeichenwechsel.
Beispiel 3.5.10: Wir betrachten erneut das Polynom
flx)=2° -4+ =2 (z —2)*.

f hat wie gesehen eine doppelte Nullstelle bei 2 und eine einfache Nullstelle bei
0. Hier die dazugehorige graphische Veranschaulichung.
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3.5 Polynome

Abbildung 3.9: Polynom mit einfacher und doppelter Nullstelle

Bemerkung 3.5.11: Wir wollen nun untersuchen, wie sich Polynome fiir
,groBe* Werte von x verhalten. Man spricht hierbei auch vom Verhalten im Un-
endlichen. Dazu betrachten wir die folgende Umformung.

f(z) = ap + a17 + agx® + ... + a,a"

2 n
agp a1x Ao Apx
= a,x" - + + +...+
Ap ™ anpx" Ay ™ anpx"

Qo ai az
:anx”-< + — + — ...+l
Ay "™ Ap ™ apx"

Das Verhalten von f fir |z| — oo wird also durch den Term a,z" bestimmt, da
alle Terme in der Klammer mit Ausnahme von 1 ,verschwinden®.

Beispiel 3.5.12: Wir betrachten wieder das Polynom
flx)=2* 42 +4a=0-(z—2)%.

An der graphischen Veranschaulichung konnte man sehen, dass die Funktion fiir
grofle positive Werte von = gegen +oo und fiir z — —oo gegen —oo strebt. Dies
ist genau das Verhalten, welches auch die Funktion g(z) = 2? besitzt.

Bemerkung 3.5.13: Ab sofort schreiben wir bei Untersuchungen dieser Art

lim f(x),

wenn wir das Verhalten der Funktion fir , grole x-Werte untersuchen, sprich,
wenn z gegen ,unendlich® strebt. Dies wird gelesen als Limes (der Grenzwert)
von f(x), wenn x gegen ,unendlich geht.
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3.6 Gebrochen-Rationale Funktionen

Definition 3.6.1: Unter einer Gebrochen-Rationalen Funktion versteht man
eine Funktion der Gestalt f : R\P — R mit

@)= g,

wobei N, Z mit N(z) # 0 Polynome sind und P die Menge aller Nullstellen
von N, also P = {z € R | N(z) = 0}.

Beispiel 3.6.2:

2?2 —2x+3
w0 =—m"1"

mit Z(z) = 2?2 —2x+3 und N(z) = 2* — 1. Wir bestimmen den Definitionsbereich
von f. Dazu betrachten wir die Menge P, also die Nullstellen des Nennerpoly-
noms. Es ist

N@)=0=0=2—1
— 2* =1
= 1,=1= P = {1}
Somit gilt Dy = R\P = R\ {1}
Bemerkung 3.6.3: Bei einer Gebrochen-Rationalen Funktion

Z(x)

kann man durch Berechnung der Nullstellen des Nenner- und Zahlerpolynms wie
schon im Abschnitt zuvor, eine Zerlegung in Linearfaktoren erzielen. Dann kénnen
die folgenden Fille auftreten.

a) Nullstellen und somit auch Linearfaktoren, die im Nenner und Zahler in der
gleichen Vielfachheit auftreten, werden als Definitionsliicken (oder hebbare
Singularitaten) bezeichnet.

b) zy ist Nullstelle vom Nennerpolynom, nicht aber vom Zéhlerpolynom, das
heifit also Z(zn) # 0 und N(zx) = 0. Dann ist xy eine sogenannte Polstelle
von f.

¢) xy ist Nullstelle vom Zéhlerpolynom, nicht aber vom Nennerpolynom, das
heiBt also N(zz) # 0 und Z(zz) = 0. Dann ist z; eine Nullstelle von f.
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Beispiel 3.6.4:

2+ 22— 3
A

mit Z(z) = 2* 4+ 2x — 3 und N(x) = 22 — 1. Wir berechnen die Nullstellen von Z
und N. Es ist

N@)=0=0=2>—1

— 22 =1

== ay, = 1ANzy, =1
sowie

Z(x)£02>0éx2+2x—3

— 1z, =-1£V1+3

=2z =1ANzz =-3
Somit gilt

?+2x -3 (v—1)-(x+3)
f@) = —F——=1——

2?2 —1 (x—=1)-(x+1)
Der Definitionsbereich der Funktion lautet also Dy = R\ {—1;1} und wir haben
eine Liicke bei z;, = 1 einen Pol bei zn = —1 sowie eine Nullstelle bei z4 = —3.

Bemerkung 3.6.5: Wir wollen erneut einige Grenzwertuntersuchungen vorneh-
men. Sei also

fz) =

wobei Z ein Polynom vom Grad k£ und N ein Polynom vom Grad n ist. Dann
konnen drei Falle auftreten.

a) Falls n > k, dann gilt

A, e =0
b) Falls n < k, dann gilt

lim f(x) = +o0.

r—Fo0

c¢) Falls n = k, dann gilt
) a
S f@) =7
Dabei ist a der Koeffizient des grofiten x-Terms von Z und b der Koeffizient

des grofiten x-Terms von N.

Beispiel 3.6.6:

r?+2x -3
fw) ==
mit k£ = Grad(Z) = 2 und n = Grad(N) = 3, somit also n > k. Daraus folgt,
dass
r?+22 -3

Ao 0
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Beispiel 3.6.7:

203 + 22 — 3
f(w)—W

mit k¥ = Grad(Z) = 3 und n = Grad(N) = 2, somit also k& > n. Daraus folgt,
dass
. 20422 -3
lim ——— =+
T—+00 r2 —1

sowie
) 23 +2x —3
lim —————— = —00.
T—>—00 r2—1

Beispiel 3.6.8:

2% + 2z — 3
mit k£ = Grad(Z) = 2 und n = Grad(N) = 2, somit also n = k. Daraus folgt,
dass

/0 0
A~ =
2 3
2ror-3 | a42-%) L 2Y -5 o
lim = lim : 27 i _ 2
z—too  —3z2 —1 z—+Fo0 x2<— —%) z—+oo 3 1 3
' G
~~
N0

Nattirlich konnen wir auch untersuchen, wie sich die Funktion verhélt, wenn x
gegen einen bestimmten Wert g € R strebt. Schauen wir uns dazu einige Beispiele
an.

Beispiel 3.6.9: Sei erneut

%+ 22— 3
fo)=—pm—7—
Wir untersuchen das Verhalten von f an den Stellen g = 2, o = 1 und xy = —1.

Dazu ist zu beachten, dass Dy = {z € R | z # £1}. Es ist

2 +2r -3 2242-2-3 5

o 22 1 3
sowie
o2 +20-3 . (z—1)-(x+3) .. z+3 1+3
lim ——— = lim = lim =—— =2
a1 2 —1 =l (z—1)-(x+1) e=lzxz+1 141
Der Fall zyp = —1 erweist sich als etwas kniffliger. Wir hatten ja schon festgestellt,

dass es sich dabei um eine Polstelle handelt und miissen den Grenzwert von

rechts und von links kommend betrachten. Man schreibt allgemein lim+ fiir den
:B—>x0
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3.7 Exponentialfunktionen

rechtsseitigen Grenzwert (wir ndhern uns hier also von der rechten Seite an die

Stelle g an) und lim fir den linksseitigen Grenzwert. Es ist
T=Ty

22 +2x—3 , r+3

ooy = My = e
sowie
o224+ 2x -3 . r+3
im — = lim —
r——1- 1'2 —1 r——1—- T + 1

Beispiel 3.6.11: Sei

21 po
T firx #£1
fz) = '
1 firx=1
Zunéchst ist f(1) = 1. AuBlerdem ist
21 —1)- 1

lim © = lim w=1-(z+1) =lim(z +1)=2.
=1 ¢ —1 x—1 x—1 z—1

Da 1 # 2 ist f somit nicht stetig an der Stelle xq = 1.
Im Gegensatz dazu ist die Funktion

21 p-

T firr #£1

2 furxz=1

fz) =

stetig an der Stelle o = 1 und sogar stetig auf dem kompletten Definitionsbereich.

3.7 Exponentialfunktionen
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Beispiel 3.7.2: Wir betrachten die Funktion f(z) = 2°. Es gilt D; = R sowie
Wy = R*. Auierdem geht die Funktion durch den Punkt P(0;1) und es ist

lim 2° = 400 und lim 2% =0.
r——+00 T—r—00

Abbildung 3.10: Darstellung der Funktion f(x) = 2*

1 xT
Beispiel 3.7.3: Wir betrachten die Funktion f(z) = <2> . Es gilt Dy = R
sowie W; = R*. Auch diesmal geht die Funktion durch den Punkt P(0;1) und es
ist
1

: I : v
i (5) =0 md i (G) = o

1 T
Abbildung 3.11: Darstellung der Funktion f(z) = <2>

Bemerkung 3.7.4: Die bedeutsamste aller Exponentialfunktionen ist die so-
genannte natiirliche Exponentialfunktion f(z) = e*, welche die eulersche Zahl
e =2,7182818284 ... als Basis hat.

Fir beliebige Exponentialfunktionen gilt die Umformung

f(l’) — ¢ = eln(aw) _ eln(a)-m.

Man kann also jede Exponentialfunktion zur Basis e darstellen.
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3.7 Exponentialfunktionen

Im Folgenden wollen wir die natiirliche Exponentialfunktion genauer untersuchen.

Zunéchst gilt
1 n
e = lim (1 + >

n——+0o0o n
sowie
1+1+1+1—|— e
e = — 4+ =+ —+...= —
20 3l n_on!

Aus der Reihendarstellung der eulerschen Zahl folgt aulerdem auch eine Darstel-
lungsmoglichkeit fiir die natiirliche Exponentialfunktion.

Es gilt

Aus dieser Darstellung ldsst sich auflerdem schlussfolgern, dass die natiirliche
Exponentialfunktion ,schneller wéchst* als jedes Polynom.

Folgerung 3.7.5: Sei p, ein Polynom n-ten Grades. Dann gilt

lim p,(z)-e*=+00 und lim p,(z)-e* =0

T—=+00 T——00
lim p,(z)-e =0 und lim p,(z) e " = +o0.
T—+00 T——00
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Anwendungen fiir Exponentialfunktionen

Beispiel 3.7.6 (Unbeschrianktes Wachstum und Zerfall): Wachstums-
und Zerfallsprozesse wie zum Beispiel die ungestortes Entwicklung einer
Bakterienkultur oder radioaktiver Zerfall konnen mit Hilfe der Funktion

fl)=a-e

modelliert werden, wobei f(x) der Bestand zum Zeitpunkt z, a der Bestand zum
Zeitpunkt z = 0 und k£ € R\{0} ist. Fir £ > 0 wird Wachstum beschrieben, fiir
k < 0 Zerfall.

Beispiel 3.7.7 (Beschrinktes Wachstum): Wahrend die zuvor betrachtete
Wachstumsfunktion ein unbegrenztes Wachstum modelliert, ist dies in der Rea-
litat natiirlich selten gegeben, da Platz und Ressourcen natiirlich begrenzt sind.
Die sogenannte logistische Funktion beseitigt dieses Problem. Es ist

K
l—ehr (1-L)

a

fx) =

Dabei ist f(z) der Bestand zum Zeitpunkt x, a der Bestand zum Zeitpunkt = = 0,
k € RT und K > 0 die Kapazitat. Anwendungen fiir die logistische Funktion sind
zum Beispiel die Ausbreitung eines Gertichts in einer Stadt oder die Ausbreitung
einer Epedemie.

3.8 Trigonometrische Funktionen

Definition 3.8.1: Eine Funktion f heifit periodisch mit der Periode p > 0,
falls
flx+p)=f(x) Vz€R

und p ist der kleinste derartige Wert.

Im Folgenden wollen wir uns einige spezielle periodische Funktionen anschauen:

Definition 3.8.2: Unter einer Sinusfunktion versteht man eine Funktion der Ge-
stalt f: R — [—1, 1] mit
f(z) = sin(x),

wobel z € R.
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: : & : . :
-4 -2 2 3 %
od
-1 4

Abbildung 3.12: Graph der Sinusfunktion

Bemerkung 3.8.3 (Eigenschaften): Die Sinusfunktion ist periodisch mit Pe-
riode 27, also
sin(z + 2km) =sin(z) Yz €R, k€ Z.

Auflerdem gehort sie zu den ungeraden Funktionen, das heifit sin(—z) = — sin(z).
Die Nullstellen hat die Funktion bei: 0, &7, 427, . . ., also bei allen Vielfachen von
.

Die Reihendarstellung der Sinusfunktion ist gegeben durch
00 2k+1 3

sin(z) = g(—l)km =z— & +...

Fiir kleine Werte von x gilt folglich sin(z) ~ .

Bemerkung 3.8.5 (Eigenschaften): Die Kosinufunktion ist periodisch mit
Periode 27, also

cos(z + 2km) = cos(x) Vz €R, k €Z.

Auflerdem gehort sie zu den geraden Funktionen, das heifit cos(—z) = cos z.
Die Nullstellen hat die Funktion bei: +7, :I:%T(', ..., also bei allen Vielfachen von
7 plus 3.
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N\

Abbildung 3.13: Graph der Kosinusfunktion

Die Reihendarstellung der Kosinusfunktion ist gegeben durch

cos(z) = Y _(—1)* o 1- 5 tor

Fiir kleine Werte von x gilt folglich cos(x) ~ 1.

Bemerkung 3.8.7 (Eigenschaften): Die Tangensfunktion ist periodisch mit
Periode Periode 7, also

tan(z + km) = tanx Vax €R, k € Z.

Auflerdem gehort sie zu den ungeraden Funktionen, das heifit tan(—z) = — tan .
Die Nullstellen hat die Funktion bei: 0, &, 27, . . ., also bei allen Vielfachen von
7. Des Weiteren hat sie Polstellen bei +7, :t%ﬂ', ..., also bei allen Vielfachen von
7 plus 3.

Bemerkung 3.8.8: Die allgemeine Sinus- und Kosinufunktion f(x) = a-sin(bz)
bzw. f(z) = a - cos(bx) haben Periode p = 2 und den Wertebereich [—a, a].

Im Folgenden wollen wir uns einige Zusammenhénge zwischen den trigonometri-
schen Funktionen anschauen.
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Abbildung 3.14: Graph der Tangensfunktion

a) Grundeigenschaften

(sinz)? 4 (cosz)® = 1,
. ™ m .
sin(z + 5) = cosx, cos(x— 5) =sinz,
sin(x +7) = —sinz, cos(x+m)=—cosx
; 1 _ n tanx n 1
cotr = , sinz=4+—F———=, cosr=t——oo—
tan V1+tan?z V1+tan’z

+ besagt, dass das Vorzeichen entsprechend dem Quadranten zu wéhlen ist.

b) Additionstheoreme

sin(z +y) = sinzcosy+ cosxsiny
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
Aus diesen folgt:
sin(2z) = 2sinxzcosz, cos(2w) = 2cos’x — 1
tan(2z) = 12_132312, sinz = ;(1 —cos21), cos’T = ;(1 + cos 2x)

3.9 Umkehrfunktionen

Eine Funktion f ordnet einem Element x einer Definitionsmenge Dy genau ein
Element y der Wertemenge Wy zu. Sie ist somit eindeutig. Allerdings gilt die Um-
kehrung der Aussage nicht zwingend. Wenn auch jedem Element der Zielmenge

45



Kapitel 3 Funktionen

Wy genau ein Element der Definitionsmenge Dy zugeordnet wird, so heifit die
Funktion ein-eindeutig bzw. umkehrbar (dies entspricht der Injektivitatseigen-
schaft).

Beispiel 3.9.1: Umkehrbare Funktionen auf ihrem kompletten Definitionsbe-
reich sind beispielsweise die Funktionen f(z) = x, f(z) = 23 oder f(x) = €°.
Die Funktion f : R — R mit f(z) = 22 ist nicht umkehrbar, wiirde man
allerdings den Defintionsbereich wie folgt einschrianken, dann ist auch die Nor-
malparabel umkehrbar f : Rf — Ry mit f(z) = 2%

Satz 3.9.2: Ist eine Funktion auf ihrem kompletten Definitionsbereich nur mo-
noton wachsend oder nur monoton fallend, so besitzt sie eine Umkehrfunktion.

Bemerkung 3.9.3:  a) Ist die Funktion f : Dy — W, umkehrbar, so kann
die Umkehrfunktion wie folgt bestimmt werden.
1. Stelle die Gleichung y = f(x) nach z um.
2. Tausche die Variablenbezeichnung x und y. Man erhélt f~!. (Achtung!!
P
b) Ist f : Dy — Wy, dann ist die Umkehrfunktion eine Abbildung f~' :
Wy — Dy. Ferner gilt

f(f @) =2 sowie [7(f(z)) ==,

das heifit der Graph von f~! entsteht durch Spiegelung an der Ursprungs-
geraden y = x.

Beispiel 3.9.4: Wir betrachten die lineare Funktion f(z) = %x + 32, welche die
Umrechnung von z Grad Celsius in Fahrenheit modelliert. So enstprechen 10°C
einer Temperatur von 50 Fahrenheit, da

9
Wollen wir nun eine Formel haben, welche die Temperatur von Fahrenheit in
Grad Celsius umrechnet, so miissen wir die Umkehrfunktion von f bestimmen.

Es ist

9 9
y=f(x)=5x+32<:>y—32:5m

5 160
=S r=—y— —
9/ " 9
5 160
] -1 — - — —

Betrachten wir noch einige spezielle Umkehrfunktionen.
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Beispiel 3.9.6: Sei f : R — RT mit f(z) = ¢”. Wir bestimmen die Umkehr-
funktion. Es ist

y=¢" = In(y) =In(e’) = = =Iny.

Somit ist f~'(x) = In(z) die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunkti-
on. Graphisch sieht das ganze wie folgt aus.

3 f(x) =€

Al @) = In(a)

Abbildung 3.15: Graph der natiirlichen e- und In-Funktion
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3.10 Verkniipfung und Verschiebungen von
Funktionen

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir elementare Funktionen kennenge-
lernt sowie einige Umkehrfunktionen. Durch die wohlbekannten Rechenoperatio-
nen lassen sich allerings noch eine ganze Reihe von ,neuen® Funktionen finden.
So bildet die Summe zweier Funktionen wieder eine neue Funktion.

Seien f und g zwei Funktionen, dann ist durch folgende Rechenoperationen bzw.
Verkniipfungen eine neue Funktion h definiert.

1. Summe und Differenz von f und g, also h(z) = f(x) £ g(z)
2. Produkt von f und g, also h(z) = f(z) - g(x)
3. Quotient von f und g, also h(z) = %

4. Verkettung von f und g, also h(xz) = (fog) (z) = f(g9(z))

Beispiel 3.10.1: Sei f(z) = 2 und g(z) = €”. Dann ist

hz) = f(x) £ g(x) | h(z)=f(z) g(z) | h(z) =12

h(z) = 2? + €* hz) =22 e h(z) = 22

er

h(z) = (fog) (2) = flg(z)) | hz)=(gof) (x) = g(f(x))
h(z) = (e¥)? = > h(z) = e

Sei a € R. Dann entsteht durch die Verkniipfung einer beliebigen Funktion f mit
Parameter a eine Verschiebung der urspriinglichen Funktion. Genauer ergibt

a) f(z)+ a eine Verschiebung entlang der y-Achse
b) f(z + a) eine Verschiebung entlang der z-Achse

f(x +a)

f{x) +a

/\
/7 ™

e

Abbildung 3.16: Verschiebung einer Funktion entlang der z- und y-Achse
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Differentialrechnung

4.1 Der Differentialquotient

Definition 4.1.1: Sei f : (a;b) — R eine Funktion. Dann heiit f differenzierbar
an der Stelle zy € (a;b), falls der folgende Grenzwert (der sogenannte Differntial-

quotient) existiert
iy 4 (&) = f(@0)
T—T0 xr — xo

=: f'(xg).

Man spricht auch von der ersten Ableitung an der Stelle xy. Eine Funktion f
heiBt differenzierbar, falls f an jeder Stelle xy € (a;b) differenzierbar ist.

Bemerkung 4.1.2: Aquivalent zur obigen Definition kénnen wir auch
h=x—xy <= x = x9+ h setzen und erhalten

f’(ﬂUo) — lim f(xo + h) B f(ilfo)

h—0 h

Geometrische Interpretation: Die erste Ableitung einer Funktion f an der
Stelle xg entspricht genau dem Tangentenanstieg an dieser Stelle, was man auch
an der nachfolgenden graphischen Veranschaulichung erkennen kann.

Im Folgenden wollen wir uns einigen Beispielen zur Berechnung des Differential-
quotienten zuwenden.
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Y
A Tangente f

)T """777777
Sekante

9=

Abbildung 4.1: Geometrische Interpretation des Differentialquotienten

Beispiel 4.1.3: Wir betrachten die Funktion f: R — R mit f(x) = 22 an einer
beliebigen Stelle y € R und wollen nun f’(z() bestimmen. Es ist

/ _ flwo+h) — f(wo)

fao) = lim h
. (ro + h)* — 23

h—0 h

. a2+ 2x0h + h? — 22

= h
_ i 220+ 1)

h—0 h
= 2£L'0

= }ILIE}%)(QIO + h)

Beispiel 4.1.4: Wir wollen das vorherige Beispiel verallgemeinern und betrach-
ten die Funktion f : R — R mit f(z) = 2", wobei n € Ny an einer beliebigen
Stelle zg € R und wollen erneut f’(zg) bestimmen. Es ist

f(xo+h) — f(xo)

(@) = lim Y
_ }lg% (xo + hh)” -z
iy 20 (i)t ~"h* — 2}
h—0 h
g ©)7b+ (a6t (1 )7k 4 () — a
e h
. hnag ™ + (3)ag b+ .+ (1) zoh™ 2 + (1))
h—0 h
= }1113[1) (nxgl + <Z> ngzh + ...+ (n i 1) xoh”*Z + <Z> h"l)
= )
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4.1 Der Differentialquotient

Beispiel 4.1.5: Nun wollen wir uns noch eine Funktion anschauen, welche nicht
an jeder Stelle differenzierbar ist und betrachten dazu f: R — R mit f(z) = |z|
an der Stelle xg = 0. Wir erinnern uns zunéachst an die Definition, wonach

xz firx >0
|z| = ]
—x firxz <0

Dann gilt

lim J(zo+h) — f(x0) — lim |zo + h| — |20
h—0Tt h h—0Tt h
[0+ h]—10]
im ———

h0+ h

sowie

f@o ) = f(0) _ e+l = o

h—0— h h—0— h
. |0+ h|—|0]
= lim
h—0— h
—h
= lim — = —1
hE[I)l— h

Somit ist der linksseitige Grenzwert ungleich dem rechtsseitigen Grenzwert, da
1 # —1. Die Funktion f(x) = |z| ist an der Stelle 2y = 0 also nicht differenzierbar.

Bemerkung 4.1.6: Das letzte Beispiel hat aulerdem gezeigt, dass stetige Funk-
tionen nicht unbedingt differenzierbar sein miissen. Die Umkehrung dieser Aus-
sage stimmt allerdings. Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Bemerkung 4.1.7: Folgende Schreibweise fiir die erste Ableitung ist auch noch
gebrauchlich:

Fa) = L f).

Bemerkung 4.1.8: Die erste Ableitung beschreibt die lokale Anderungsrate der
Funktion. Nimmt man zum Beispiel den zuriickgelegten Weg s als Funktion von
der Zeit t, so ist Anderung des Weges mit der Zeit genau die (Momentan-) Ge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, oder anders ausgedriickt ist

S'(t) = ij(t) = u(t).
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4.2 Ableitung elementarer Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns die Ableitung der Grundfunktionen anschau-
en, welche natiirlich allesamt auf die Berechnung der jeweiligen Differentialquo-
tienten zurtickzufiihren sind.

1. f(z) =2" = f'(z) = na""' (Potenzregel)
Dazu wollen wir uns auch ein paar kleinere Beispiele anschauen:

a) f(x)=amitaeR. = f'(z) =0
b) f(z) =z = f(x) =1
¢) f(z) =2" = f'(z) = 5a*

) J0) = VAo = o) = St = 5L
0 1) =k — et py = 2= 2

4.3 Ableitungsregeln

Im vorangegangen Kapitel haben wir gesehen, dass man durch gewisse Verkniip-
fungen von elementaren Funktionen neue Funktionen erhéalt. Auch fir diese gibt
es gewisse Regeln, wie sich die Ableitung relativ einfach berechnen lasst. Im Fol-
genden gehen wir davon aus, dass es sich bei fg,u, und v um differenzierbare
Funktionen handelt. Dann gilt

L. (f(z)+g(x)) = f'(z)+ ¢'(x) (Summenregel)
2. (cf(x)) = cf'(x) (Faktorregel)
3. (u(x) - v(z)) = v (x)v(x) + u(z)v'(x) (Produktregel)

N <u<x>>’ _ w(ao(z) — u(zp (@)

v(x) v(x)?

5. (f(g(@))) = f'(g(2)) - ¢'(z) (Kettenregel)

falls v(z) # 0 (Quotientenregel)

Da die Kettenregel mit Sicherheit die grofiten Schwierigkeiten bereitet, wollen
wir uns dazu noch ein paar Spezialfélle anschauen:
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a) Ableitung von verketteten Exponentialfunktionen
f(x) =@ = f'(2) = w'(x) - @
Bsp.: f(z) = = f'(z) = =2z -, wobei w = —22 und w’ = —2z

b) Ableitung von verketteten Logarithmusfunktionen

f(@) =In(w(z)) = f(z) = w(@) w'(z)
Bsp.: f(7) =In(2* +1) = f'(z) = $21+1-2$25622j_1,w0beiw:$2+1

und w' = 2z

c¢) Ableitung von verketteten Potenzfunktionen
fl@) =w(@)" = f(2) =n-w(@)"" w'(z)
Bsp.: f(x):\/mz($2+$) = f'(z) =

T+ %
N
d) Ableitung von Funktionen der Gestalt f(z) = u(z)"®@
Hier miisen wir mit einem ,Trick® arbeiten, indem wir die Funktion in

eine Exponentialfunktion umschreiben. Wir erinnern uns auflerdem an das
Logarithmusgesetz Ina® = b - In a. Somit ergibt sich

wobei w =22+ x und w’' = 2x + 1

f(aj) = U(aj)v(x) — eln(u(z)v(x)) _ ev(x)'ln(u(x))

Die umgeschriebene Funktion konnen wir nun mit Hilfe von Spezialfall a)
ableiten. Wir erhalten

F/() = [of) - n(u(2))]' ev<w>-ln<u<x>>

— (@) - In(u(@)) + o(a) - <>] ()

(l’)

Bsp.: f(z) =2 = plna® _ prlnz fla

lnzx+ 1] 2% wobeiu=v=zund v’ =v' =1

—

1l -lnz+x2-— 1]-690'1”:

4.4 Extremwerte

Satz 4.4.1: Sei f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar, wobei f’(z) = 0 und
f"(xo) # 0 mit xy € (a,b). Dann gilt:

a) f"(xg) > 0= f hat in x( ein lokales Minimum.

b) f"(xo) < 0= f hat in z( ein lokales Maximum.
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Kapitel 4 Differentialrechnung

Beispiel 4.4.2: Sei f(z) = 552° — 2% + 3.

Wir benétigen zunéchst die ersten beiden Ableitungen von f. Dazu benutzen wir
die Potenzregel.

Nun berechnen wir die Nullstellen der ersten Ableitung (notwendige Bedingung).
Es ergibt sich

1
f’(x)éo:oézx2—2x+3:0=x2—8x+12

Um zu tiberpriifen, ob ein lokales Minimum oder Maximum vorliegt, setzen wir die
(moglichen) Extremstellen in die zweite Ableitung ein (hinreichende Bedingung).
Wir erhalten

1
[(wp)=["(6)=5-6-2=1>0
Es handelt sich also um ein lokales Minimum bei T'(6; f(6)). Ferner ist

1
f(6):E~63—62+3-6:0:>T(6;0).

Weiterhin ergibt sich

Flom) = f'(2) = 522 = ~1<0

Es handelt sich also um ein lokales Maximum bei H(2; f(2)). Ferner ist f(2) =

1 8 8
— .23 _9? .2::>H<2->.
12 +3 3 '3

Beispiel 4.4.3: Sei f(z) = e,
Wir benotigen zunéchst wieder die ersten beiden Ableitungen von f. Dazu be-
nutzen wir diesmal die Ketten- und Produktregel.

fllz)=—22 e
fl(x) = (=2) e 4 (=22) - (<22 -e7")
—e . (42?2 - 2).
Nun berechnen wir die Nullstellen der ersten Ableitung (notwendige Bedingung).

Es ergibt sich

Fla)=0=0=—22-¢" = 0=—22
~~—~
#0
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Um zu tberpriifen, ob ein lokales Minimum oder Maximum vorliegt, setzen wir
die (mogliche) Extremstelle in die zweite Ableitung ein (hinreichende Bedingung).
Wir erhalten

flap) = "0) = (407~ 2) = —2. & = -2 <0

=1

Es handelt sich also um ein lokales Maximum bei H(0; f(0)). Ferner ist

FO)=e” =1= H(0;1).
4.5 Wendepunkte

Satz 4.5.1: Sei [ auf [a,b] dreimal stetig differenzierbar, wobei f”(zo) = 0 mit
zy € (a,b). Dann gilt:
Ist f”(x0) # 0 = f hat in 2y einen Wendepunkt.

Bemerkung 4.5.2: Ist f'(z9) = f"(x¢) = 0 sowie f”(x¢) # 0, so hat f einen
sogenannten Sattelpunkt bei SP(xq | f(z0)).

Beispiel 4.5.3: Sei f(z) = 552° — 22 + 3.

Wir benotigen zunéchst die zweite und dritte Ableitung von f. Es ist
1
f(z) = 1952 — 27+ 3
1
"
=—r—2
f@) =52
1
7 _ =
Nun berechnen wir die Nullstellen der zweiten Ableitung (notwendige Bedingung).
Es ergibt sich

1
f’(x)é0:>o£§x—2

Um zu iiberpriifen, ob tatsachlich ein Wendepunkt vorliegt, setzen wir die (mog-
lichen) Wendestellen in die dritte Ableitung ein (hinreichende Bedingung). Wir
erhalten

1
f///(xw) — f///(4) — § % 0
Es handelt sich also um einen Wendepunkt bei W (4; f(4)). Ferner ist f(4) =

1 4 4
— 4342434 =_ T<4->.
12 Fad=g =143
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Kapitel 4 Differentialrechnung

Beispiel 4.5.4: Sei f(z) = 2°.
Wir benotigen zunichst die zweite und dritte Ableitung von f. Es ist

f/(@) =30
/(@) = 6z
f"(w) =6

Es ist offensichtlich, dass f'(0) = f”(0) = 0 sowie f"”'(0) =6 # 0.
Somit besitzt f einen Sattelpunkt bei S(0;0).

textit

26



Kapitel 5

Integralrechnung

5.1 Konstruktion des Integrals

Gegeben sei eine beschriankte und stetige Funktion f : [a,b] — R.

Ay

Abbildung 5.1: Stetige und beschrénkte Funktion auf einem Intervall [a, b]

Frage: Wie berechnet man den Flacheninhalt A?

1. Schritt: Wir betrachten eine auf [a, b] konstante Funktion f mit f(z) = ¢
mit ¢ € R.

Abbildung 5.2: Flacheninhalt einer konstanten Funktion auf einem Intervall [a, b]
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Kapitel 5 Integralrechnung

Da es sich bei der geometrischen Figur um ein Rechteck handelt, wissen wir
natiirlich, wie wir diesen Flécheninhalt berechnen kénnen. Es ist A = ¢- (b—a).

2. Schritt: Approximation des Flacheninhalts durch Rechtecke

Wir zerlegen das Intervall [a, b] durch
Aa=To<T1<X3<...<Tp_1<T,=0b

in n dquidistante (gleichgrofie) Teilintervalle [z; 1, 2;]; ¢ = 1,...,n. Nun wihlen
wir aus jedem Teilintervall eine (beliebige) Zwischenstelle s; € [z;_1,x;] und be-
stimmen den dazugehorigen Funktionswert an dieser Stelle, das heifit f(s;).
Ferner bilden wir die sogenannte Riemann-Summe (benannt nach dem deutschen
Mathematiker Bernhard Riemann)

Rs = Z f(Sz) : (CUZ - l’i—l)
i=1
Wir definieren dann das sogenannte Riemann-Integral durch
. " b
nh_)rgOZf(sz) (= i) = / f(z)dx
i=1 a

Man sagt auch, dass f integrierbar ist, falls dieser Grenzwert existiert (also
lim,, o Rs < 00).

Beispiel 5.1.1: Wir betrachten die Funktion f : [0;1] — R mit f(z) = 2 und
wollen mit Hilfe von Riemann-Summen den Fléacheninhalt berechnen der zwischen
f und der x-Achse eingeschlossen wird. Dazu zerlegen wir das Intervall [0; 1] in n
Teilintervalle der Lange % und wahlen die Zwischenstelle immer am rechten Rand
des Intervalls. Es ergibt sich

Rs =Y f(s:)- ;
=1

RIORRIOR SR GI
:;2-(1—1—2—1—3—1—...4—71)
i.n-(n+1)_n2—|—n

n? 2 2n?
/0
T
1 . o n’+n . n? - (1+ 5) 1
= [ e = i Rs = Y 5 = i e
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5.2 FEigenschaften des Integrals

5.2 Eigenschaften des Integrals

Bemerkung 5.2.1: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gelten
fiir unser zuvor konstruiertes (Riemann-) Intergral die folgenden Eigenschaften.

3 [ raydr=— [ j)ar

/ A flx)de = X- / x) dz (Homogenitét)

c) / [f(z) + g(x)] dx—/ dx—i—/ r (Additivitat)

Q) [ s

e)/af(x)dx—/ d:):+/ x)dz, falls a < ¢ <b.

5.3 Stammfunktionen

Definition 5.3.1: Sei f: Dy C R — R eine Funktion. Dann heifit
F: Dp C R — R Stammfunktion von f, falls F' differenzierbar ist und

F'(z) = f(x) V& € Dy.

Bemerkung 5.3.2: Die Stammfunktion von f ist nicht eindeutig! Denn falls F
eine Stammfunktion von f ist, dann ist dies auch F' + ¢ mit ¢ € R. Um das zu
zeigen, berechnen wir die Ableitung von F' + c. Es gilt

[F(z) 4+ =F(x)+d = F'(z) = f(2)

Im Folgenden wollen wir einige elementare Stammfunktionen betrachten.

1
1. f()=2"= F(x) = 1 2" sofern n € R,n # —1
n
Man sieht , dass die Potenz um 1 erhoht und durch diese neue Potenz geteilt
wird. Das Bilden einer Stammfuntion ist also im Prinzip die Umkehrung
zum Ableiten. Auch kann man leicht die Probe machen. Denn die Ableitung
der Stammfunktion ist per Definition ja die urspriingliche Funktion. Nun

wollen wir uns zu dieser Regel auch ein paar kleinere Beispiele anschauen:

a) f(z)=amita e R. = F(x)=a-x
Ly

b) f(x) =2 = F(x) = 5%

29



Kapitel 5 Integralrechnung

c) f(x):a:5:>F(x):é-x6
e) f(x)=;=$_2:>F(x):_11-x_1:—i

5. f(z) = i s F(z) = Inla|

6. f(z) =sin(r) = F(x) = — cos(z)

F
7. f(z) = cos(x) = F(x) = sin(z)

5.4 Der Hauptsatz der Analysis

Satz 5.4.1: Sei f eine auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion. Dann ist die

durch -
F(z) = / £(¢) dt

definierte Funktion ist eine Stammfunktion von f, d.h.

div (/:f(t) dt) = f(z) firx € (a,b).

Folgerung 5.4.2 (Formel von Newton-Leibniz): Sei f : [a;0] — R eine ste-
tige Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

Diese Formel ermoglicht uns also die Berechnung von bestimmten Integralen,
sofern wir eine Stammfunktion der Ausgangsfunktion bestimmen koénnen.
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Abbildung 5.3: Flacheninhalt zwischen der Sinusfunktion und der z-Achse

Beispiel 5.4.3:

/07r sin(x) dz = — cos(x)|y = — cos(m) — (— cos(0)) = 2.

Bemerkung 5.4.4: Mit Hilfe des bestimmten Integrals konnen wir also den Fl&-
cheninhalt bestimmen, der zwischen f und der x-Achse eingeschlossen wird. Da
die Orientierung allerdings mit beachtet werden muss, erhélt man natiirlich eine
yhegative® Flache, sofern f unterhalb der x-Achse liegt. Ebenso muss man beriick-
sichtigen, ob die Ausgangsfunktion Nullstellen im Bereich der Integrationsgrenzen
besitzt.

Bemerkung 5.4.5: Besitzt ein Integral keine Integrationsgrenzen, dann spricht
man von einem sogenannten unbestimmten Integral. Es gilt dann

/f(x)dx:F(m)—i—c, ceR

5.5 Integrationsmethoden

Im vorangegangen Abschnitt haben wir gesehen, dass es bei stetigen Funktionen
ausreicht eine Stammfunktion zu bestimmen, um Integrale zu berechnen. Aller-
dings treten dabei natiirlich nicht nur elementare Funktionen auf. Was kénnen
wir also machen, wenn gewisse Verkniipfungen auftreten!?

Einige Methoden dazu werden wir uns im Folgenden anschauen.

5.5.1 Partielle Integration

Seien f,g : [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen. Dann gilt

Kurz:/u-v’:u~v—/u’-v
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Um das Prinzip der partiellen Integration besser zu verstehen, betrachten wir
zunachst einige Beispiele.

Beispiel 5.5.1:
2
/ 4 - €70 d
0
Wir berechnen das Integral mit Hilfe von partieller Integration. Es ist:

vV =e705% = ¢y = —2e705% sowie u = 4r = v =4
Folglich gilt:

/02 da - 70T dy = 4 - (—26_0’5'”&)

, 2
T 0/4- (—26_0’5“) dx

05| ; 0

= —8r-e %07 4 /8 e 00T g

0

0

2 2
_ —0,5-z —0,5-z
= —8r-e —16-¢

0 0

2
=8 "7 . (x4 2)

0
= 8¢ "7 (242) — (=8¢ "0 (0 +2))

=321 +16
32

= 16— =
e

Beispiel 5.5.2:

/x2 cos(x) dx
0

Bei diesem Integral gehen wir prinzipiell genauso vor wie im Beispiel zuvor,
das heifit 3.wir miissen das Polynom ableiten. Da es sich hierbei aber um ein
Polynom zweiten Grades handelt, reicht einmalige Anwendung der partiellen
Integration nicht aus. Das resultierende Integral muss somit nochmals mit Hilfe
partieller Integration vereinfacht werden. Wir wihlen zunichst u; = 2? und
v; = cos(x), woraus sich u] = 2z und v; = sin(x) ergibt. Das so erhaltene
Integral wird nach gleichem Schema berechnet, mit uy = 2x und v} = sin(z),
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5.5 Integrationsmethoden

woraus sich u, = 2 und vy = — cos(z) ergibt. Wir erhalten:

vl
|
—
)
8
&2,
=
=
QL
8

/x2 cos(z) dr = x* - sin(z)
0

[en]

[VE]

=z° -sin(x)| — |—2xcos(x)

— / 2 cos(x) dx
2

= [a: sin(x) 4 2z cos(x) — 2sin(z

o

= z° - sin(x) gy cos(x)
0

0

@]|;
~[(5) s (5)+ 2 (5) e (3) 20 (3)]

— [0?sin(0) + 2 0 cos(0) — 2sin(0))

Beispiel 5.5.3: Wir wollen die Stammfunktion der natiirlichen Logarithmus-
funktion bestimmen, das heifit
/ In(z) dz

Nun kann man sich natiirlich fragen, was dieses Integral mit partieller Integra-
tion zu tun hat. Um die Antwort zu erhalten, schreiben wir den Integranden als

Produkt. Es ist
/ln(:c) dr = /1 -In(z) dz

Wir wéhlen
vV'=1=v=u,sowieu=1In(z) =uv =1
Folglich gilt:

) =
=x-In(x) —x+c
=z-(In(z)—1)+c¢, mit ceR
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5.5.2 Die Substitutionsregel

Sei f : [a,b] — R eine stetige und ¢ : [a,b] — R eine differenzierbare
Funktion. Dann gilt

b #(b)
[16@)¢@de= [ 1(2)a (5.5.1)
a #(a)

Dabei ist z = ¢(x) sowie dz = ¢'(z)dzr. AuBerdem entstehen durch die
Anderung der Integrationsvariablen neue Integrationsgrenzen: a — ¢(a)
und b — ¢(b).

Bemerkung 5.5.4: Die Substitutionsregel kann man in zwei Richtungen anwen-
den. Wenn man die Gleichung (5.5.1) von links nach rechts anwendet, so spricht
man von der Umkehrung der Kettenregel. Umgedreht nennt man das Verfahren
die Substitution der Integrationsvariablen.

Beispiel 5.5.5: Umkehrung der Kettenregel

2
12
z - e’ dx.
0

Wir machen die Substitution z = ¢(z) = 2. Dann ist dz =2z - do = do = £
sowie und
Es ergibt sich:

Beispiel 5.5.6: Substitution der Integrationsvariablen
I

[—

) V1= x?

Wir machen die Substitution = = sin(z). Dann ist dx = cos(z) dz sowie und mit
x = sin(z) = ¢(r) = z = arcsin(x) ergibt sich und
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5.5 Integrationsmethoden

Somit haben wir:

1 1
/ i dx = / — (Sin(z))2COS(Z) dz

I
1 O\M:\ O\M:\
—_
W
N
Il
N

Benutzt wurde hierbei der trigonometrische Pythagoras (cos(z))? 4 (sin(z))? = 1.

5.5.3 Partialbruchzerlegung

Im Folgenden wollen wir uns anschauen, wie man Stammfunktionen von
Gebrochen-Rationalen Funktionen bestimmen kann, sofern die Substitutionsregel

nicht angewendet werden kann.
Z
Sei f(z) = N((x)), wobei Z ein Polynom vom Grad k& und N ein Polynom vom
x

Grad n ist.

Wir betrachten zunéchst nur den Fall, dass der Grad des Zahlerpolynoms kleiner
als der Grad des Nennerpolynoms ist, also n > k. Sofern diese Voraussetzung er-
fiillt ist, interessieren uns die die Nullstellen des Nennerpolynoms. Dabei kénnen

drei Félle auftreten, welche nun genauer untersucht werden.

1. Fall: Das Nennerpolynom N hat n verschiedene relle Nullstellen

x1,To,...,T,. Dann lasst sich f folgendermaflen zerlegen.
Z(l’) aq (¢5) Qp,
flw) = N(z) z—m +x—x2 +'”+:c—a:n’

wobei ay, as, . ..,a, € R geeignete Konstansten sind.

Somit kann [ f(x) dz mit Hilfe der Regel

/ ¢ dr =aln|x 4+ b+ ¢
r+b

berechnet werden.
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Beispiel 5.5.7:

5+ 9
/72 dx
x? +5r — 06

Hierbei ist Z(x) = 5z +9 mit k = Grad(Z) = 1 und N(z) = 22 + 5z — 6 mit n =
Grad(V) = 2, somit also n > k und unsere geforderte Bedingung wurde erfiillt.
Berechnen wir also die Nullstellen des Nennerpolynoms. Es ist
N(z)=0=0=2>+5z—6
5 25

:I’l/zz—ii Z+6
5) 49
=24
2 4
5)
_ 54T
2 2
= r1=1 A 29 = —6.

Somit ergibt sich folgende Zerlegung fiir f
a b a b
_I_

r—11 T—T9 x—1 x+6

Die weiteren Schritte bestehen darin, den Hauptnenner der beiden Briiche zu
bilden und dann muss ein sogenannter Koeffizientenvergleich mit der Ausgangs-

funktion durchgefithrt werden, um die Konstanten a und b zu bestimmen. Wir
erhalten

a b a-(x+6)+b-(v—1)
:17—1+:B—|—6_ (x—=1)-(z+6)
_ax +6a+ br —b)
(22— 1+ 62 —6)
x-(a+b)+6a—10b
(22 + 5z — 6)
S5 +9
22 + 52 — 6

Der Koeffizientenvergleich liefert die beiden Gleichungen

a+b=5
6a—b=9 |+
—T7a=14—=a=2=—b=3

Somit

/ 5+ 9 d;z:—/ 2 n 3 .
24+52—-6 Jxr—1 x+46

=2In|z -1 +3njz+6|+c
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2. Fall: Das Nennerpolynom N hat eine n-fache relle Nullstelle z . Dann lasst
sich f folgendermafien zerlegen.

Z(l’) aq a9 anp,
fl@) = N(z) =—ay + (x — xn)? Tt (x —an)™
wobei aq, as, ..., a, € R geeignete Konstansten sind.

Somit kann [ f(x)dz mit Hilfe der Regel

/ ¢ dr =aln|x+ b+ ¢
r+b

sowie fir n > 2 mittels

/ S L +c
(x+b)n " 1—n (z+b)n1

berechnet werden.

Beispiel 5.5.8:
20 — 1
(Bl
x?—2x+1
Hierbei ist Z(x) = 2x — 1 mit k = Grad(Z) =1 und N(z) = 2> — 22+ 1 mit n =

Grad(N) = 2, somit also n > k und unsere geforderte Bedingung wurde erfiillt.
Berechnen wir also die Nullstellen des Nennerpolynoms. Es ist

N@)=0=0=2>—22+1

:>l’1/2:1:|:\/].—1

=1

Wir haben folglich eine doppelte Nullstelle xy = 1.
Somit ergibt sich folgende Zerlegung fiir f
a b a b

T — TN (x—xN)QZx—l—i_(x—l)Q'

Auch diesmal muss wieder der Hauptnenner gebildet werden. Wir erhalten

a b a-(z—1)+0b
x—1+(x—1)2— (x —1)2

ar—a+0b
(2 =2z + 1)
| 20—1

T2 2+l

Der Koeflizientenvergleich liefert die beiden Gleichungen

a =2
—a+b=-1
= b=1
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Somit

/ 2x —1 d / 2 n 1 J

————dr = x
2 —2r+1 r—1 (z—1)2
1

=2lnjz—1| - ——+c¢
x—1

Bemerkung 5.5.9: Falls der Grad des Zahlerpolynoms grofier gleich dem Grad
des Nennerpolynoms ist (also & > n), so muss man zunéchst eine Polynomdivision
durchfiihren.

Bemerkung 5.5.10: Es kann auch der Fall auftreten, dass das Nennerpolynom
keine reellen Nullstellen besitzt. Man spricht dann von sogenannten komplexen
Nullstellen (vergleiche mit Kapitel 9). Da wir dies noch nicht besprochen haben,
folgt dieser Abschnitt im Anhang.
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5.6 Uneigentliche Integrale

5.6 Uneigentliche Integrale

1. Integrale von unbeschrinkten Funktionen
Sei f : (a,b) — R eine Funktion derart, dass f tiber jedem Intervall (a + €;b)
integrierbar ist. Dann heifit der Grenzwert (sofern dieser denn existiert)
b b
lim f(z)dx ::/ f(z)dx

e—0t+ a+te a

das uneigentliche Integral von f iiber dem Intervall (a,b).
Beispiel 5.6.1:

11 11 1
—dx = li —dx = li 054
/0 \/E * el{(l)lﬂL 0+e¢ \/5 v ai)I(I)1+ € o v

1
= lim 2z

e—0t+

= lim [2-V1-2-1¢
N——

€ e—0t
N0

=2

4,5
3.5
25
15

0,5

Abbildung 5.4: Flache, welche ,junendlich“ nach oben reicht am Beispiel der un-
1
beschrankten Funktion f(z) = NG
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2. Integrale auf unbeschriankten Intervallen

Sei f : (a,00) — R eine Funktion derart, dass f tber jedem Intervall (a,b)
integrierbar ist. Existiert der Grenzwert

b (9]

lim [ f(z)dx ::/ f(z)dz,

b—oo Jg a
so heifit er das uneigentliche Integral von f tiber dem Intervall (a, 00).

Beispiel 5.6.2:

0o b
/ e *dr = lim e *dx
0

b—o0 JO
’ b
= lim —e | = lim |—e?—(e7?)
b—ro0 0 b—oo [N~~~
O
=1

15 4

0.5 1

Abbildung 5.5: Flache, welche ,unendlich® nach rechts reicht am Beispiel der
Funktion f(z) =e".

5.7 Anwendungen der Intergralrechnung

Flachenberechnung

Die Fliache zwischen zwei Funktionen f(z) und g(x) tiber dem Intervall [a, b],
welche sich hochstens an den Intervallgrenzen a und b schneiden, ist gegeben

durch .
A= ['1f@) - g@)] da
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Beispiel 5.7.1: Wir betrachten die Funktionen
f(z) =42 — 2% und g(z) = 2° — 2.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Schnittstellen sich genau bei 1 = 0 und
xo = 3 befinden. Ziel ist es jetzt den Flacheninhalt der von f und g eingeschlos-
senen Flache im Intervall [0, 3] zu berechnen.

Abbildung 5.6: Eingeschlossene Flache zwischen f und g

Es ergibt sich

3 3
A:/ ’4;15—3:2—(552—233)‘ dx:/ ‘6:1:—2:1:2’ dx
0 0

2 L, 3 2
:(3x2—3x3)‘ :3-32—533—0
0

=27T-18=9

Volumen von Rotationskorpern

Gegeben sei die Funktion f : [a,b] — R mit f(x) > 0.
Dann ist das Volumen V des Kérpers im R?, der bei Rotation des Graphen der
Funktion um die z-Achse entsteht, gegeben durch

V= ﬂ/fQ(ZE) dz.

a

Beispiel 5.7.2: Wir wollen die aus der Schule bekannte Volumenformel eines
Kreiskegels herleiten und betrachten dazu die Funktion

f@)=a

im Intervall [0, h].
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Abbildung 5.7: Kreiskegel als Rotationskorper

Es ergibt sich

V:ﬂ'/o hx) dx:ﬂoﬁx dx
B
Rz 31y K2 3
:gr2h

Bogenliange eines Kurvenstiicks

Gegeben sei die differenziebare Funktion f : [a,b] — R. Dann ist die Bogenlidnge
[ der Kurve von f(x) im Intervall [a, b] gegeben durch

z:/ 1+ (f'(x)) da.

Beispiel 5.7.3: Wir berechnen die Bogenlinge der Kurve f(z) = v/23 im Inter-
vall z € [0, 4]

N W

Es ergibt sich zunéchst f'(z) = =+v/x. Somit haben wir

V14 (f(x) de :/4 1+ (2@)2&1:

l

— T

%
\.m e
o0
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5.7 Anwendungen der Intergralrechnung

Abbildung 5.8: Graphische Darstellung der Funktion f(z) = v/2?
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Kapitel 6

Lineare Algebra

6.1 Vektoren

Wir hatten bereits in Kapitel 3 das kartesische Produkt definiert. Daran ankniip-
fend wird der n-dimensionale Vektorraum R"™ definiert. Es ist

|

xr
R*=RxRx. xR={|"7| zeR i=1..n

n—mal

Tn

Die Elemente
X1

T2

8y
I

Tn

aus R™ heiflen n-dimensionale Vektoren mit Eintragen bzw. Komponenten aus R.

Bemerkung 6.1.1:  a) Der Vektor

=1
I

wird als Nullvektor bezeichnet.
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Kapitel 6 Lineare Algebra

b)

L1 Y1
. .. . o L2 n - Y2 n
Die Addition zweier Vektoren T = _ € R" und y = _ eR
| Tn | | Yn |
erfolgt komponentenweise. Es gilt
x (2 1+
- T2 Y2 T+ Y2
T+y= = )
| Tn | | Un | | Tnt¥Yn |

Zu beachten ist dabei, dass man einen n-dimensionalen Vektor wirklich auch
nur zu einem n-dimensionalen Vektor addieren kann, das heifft ein Vektor

Y
x
T = " | € R? kann nicht mit einem Vektor 7= |y, | €R®addiert
T2
Y3

bzw. subtrahiert werden.

Die Multiplikation eines Vektors £ € R™ mit einer reellen Zahl A € R ist
wie folgt definiert.

[ I ] | A I ]
x AT
Ad=A-| 0| = ’
K I AT, |
1 1
Beispiel 6.1.2: Wir betrachten die Vektoren £ = | —1 |, ¥y =] 0 | und Z =
2 1
-3
6 | € R®. Im Folgenden wollen wir den Ausdruck z = &+ 2i/— %Z bestimmen.
9
1 1 -3 1 2 -1 4
1
Esist Z2=| —1 |+2-| 0 3 6 |=|-1|+]0]|—| 2 |=]|-3
2 1 9 2 2 3 1
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6.1 Vektoren

T
x
Bemerkung 6.1.3: Sei 7 = .2 ein Vektor. Dann heifit 7 ' = [x1, 2, ..., 1,]
L xn -
I
— . . — — t xz
der zu & transponierte Vektor. Analog gilt ¥ = [x1,29,...,2,] = T " =
L xn -

Bemerkung 6.1.5: Anstatt der Notation (Z, %) benutzt man hiufig auch & o .

Satz 6.1.6: Zwei Vektoren ¥ und ¢ € R” sind zueinander orthogonal bzw. stehen
senkrecht aufeinander, falls ' o i = 0.

1 2
Beispiel 6.1.7: Wir betrachten die Vektoren # = und i = € R?

-1 2
Esist Zogy=1-24(—1)-2=0. Somit sind & und ¥ orthogonal zueinander.

Satz 6.1.9: Fiir die Norm gelten die folgenden Eigenschaften
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Kapitel 6 Lineare Algebra

a) ||\~ @] = |\l - |7 fiir alle A € R und 7 € R™
b) |2+ gl| < [|Z]| + [|g]] fiir alle &,y € R™.

Mit Hilfe der Begriffe Norm und Skalarprodukt lasst sich nun der Winkel defi-
nieren, der zwischen 2 Vektoren 7,y € R" eingeschlossen wird. Es ist

{7, 9)

cos(a) = ————

1211 - [l

1
Beispiel 6.1.10: Wir betrachten die Vektoren ¥ = { ] und § = [
1

Es ist

Abbildung 6.1: Winkel zwischen 2 Vektoren in der Ebene
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6.1 Vektoren

Bemerkung 6.1.12: Man kann sich die Berechnung des Kreuzprodukts auch
mit dem folgenden Schema einprégen.

T Y1
T2 Yo
>< T2Y3 — T3Y2
Zz3 Ys
>< T3Y1 — T1Ys3
T Y1
>< T1Y2 — T2Y1
T2 Y2
—1
Beispiel 6.1.13: Wir wollen das Kreuzprodukt der Vektoren ¥ = | 3 e R?
—2

1
und 7 = | 1 | € R® berechnen. Es ergibt sich

2
~1 1 3.2-(=2)-1 8
F=Fxy=| 3 |x|1]|=|-2.1—(-1)-2|=] 0
—2 2 (-1)-1-3-1 —4

Interessanterweise ergibt sich auflerdem, dass
(Z,8) =—1-84+3-0+(=2)-(—4) =0
sowie
(Z,y) =1-84+1-04+2-(—4) =0.

Somit ist der durch das Kreuzprodukt entstandene Vektor z" orthogonal zu den
Vektoren Z und .

Folgerung 6.1.14: Seien # € R® und ¢ € R® und 7 = ¥ x 4. Dann gilt,
dass 2z orthogonal zu ¥ und v ist.

Das Kreuzprodukt wird also unter anderen dazu benutzt, einen Vektor zu finden,
welcher im Raum senkrecht zu zwei gegebenen Vektoren ist. Dies wird zum
Beispiel dazu benutzt, Normalenvektoren von Ebenen zu bestimmen. Wir wollen
uns nun aber noch einige weitere geometrische Anwendungen anschauen.
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Beispiel 6.1.15: Wir bestimmen den Fldcheninhalt des Dreiecks A 4p¢c, welches

1 -1
aufgespannt wird von den Vektoren AB=| —4 | eRPund AC = | —2 | e R%.
3 -1

Wenn wir mit |Aspc| hier den Flicheninhalt bezeichnen, so haben wir folgende
Formel:

]_ — —
‘AABC| = §’AB X AC’,

d.h. der Betrag des Kreuzproduktes ist der Flacheninhalt des aufgespannten Par-
allelograms und damit der des Dreiecks dann die Hélfte davon.

1 ~1 10

A y—l\A*BxAb\—l 4l x _ 1
ABC| = 5 =51~ -2 =3 -2
3 -1 —6

1
25\/14 — \/35

6.2 Matrizen

Unter einer reellen n, m-Matrix versteht man

aypy a2 ... QAim
ag1 A92 ... A9m
A= ,
i Ap1 Ap2 ... Apm |

wobei n der Anzahl der Zeilen und m der Anzahl der Spalten entspricht. Man
sagt dann A € R™™ wobei

R™™ = {A ist n,m-Matrix | a;; € R; i =1,...,nund j =1,...,m},
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6.2 Matrizen

also der Raum aller reelwertigen n, m-Matrizen ist. Falls n = m, also die Zeilen-
und Spaltenanzahl iibereinstimmen, so spricht man von einer quadratischen Ma-
trix. Spezielle quadratische n, n-Matrizen sind unter anderen

(10 ... 0]
01 . 0
die Einheitsmatrix E, = ,
00 ... 1
(00 ... 0]
0 0 . 0
die Nullmatrix O@,, = )
00 ... 0
e 0 0
] 0 Co 0
und die Diagonalmatrix diag(cy,ca,...,c,) =
| 0 0 ... ¢, |

Wir wollen uns nun die wichtigsten Rechenoperationen mit Matrizen anschau-
en.

1. Addition von Matrizen

Dabei ist zu beachten, dass diese nur definiert ist, wenn die Matrizen von der
gleichen Struktur sind, d.h. die Zeilen- und Spaltenanzahl muss tibereinstimmen.
Zur Erinnerung, dies war so ahnlich auch schon bei der Vektorrechnung die Vor-
aussetzung. Seien also A, B € R™™, dann gilt

11 aiz ... Q1m bit biz ... bim
A n B _ a.gl a,.22 e a,g.m n bgl b22 Ce me
| Gn1 Qn2 oo Gum | | Dt bn2 oo bam |
ain +by aip+biz ... aim + by
B a921 + b21 a992 + 622 ... QAom + me
L an1 + bnl Qp2 + bn2 ceo Apm + bnm ]
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Bemerkung 6.2.1: Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir A, B, C' € R™™.
a) A+ B = B+ A, das heifit die Matrizenaddition ist kommutativ.

b) (A+B)+C=A+(B+C)= A+ B+ C, somit gilt auch das Assoziativ-
gesetz.

2. Multiplikation einer Matrix A € R™™ mit einer reellen Zahl \ € R

ai;;r a1 ... QAim )\'(1,11 /\'alg )\'Cllm
a21 A29 ... QA9m )\'@21 )\'GQQ )\'CLQm
| Gn1 G2 . Gnm | _)\-anl A GQpa ... )\-anm_

Bemerkung 6.2.2: Mit Hilfe der ersten beiden Rechenregeln lasst sich nun auch
die Subtraktion definieren. Es ist ndmlich

(—=B) =(—1) - B und somit A — B= A+ (—B),

wobei A, B € R™"™,

3. Transponierte Matrix

a1 Q12 ... Qim aj; Az ... QApl
21 A22 ... QA9m 12 Ao22 ... Ap2
A — — At =
L Ap1 Gp2 ... Gpm ] L A1m  A2m ... OGpm ]

Beim Transponieren einer Matrix werden also die Zeilen und Spalten vertauscht.

Bemerkung 6.2.3: Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir A, B € R™™.
a) (A=A
b) (A- Al =X A fur alle A € R
¢c) (A+B)= A"+ Bt

4. Multiplikation von 2 Matrizen
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6.2 Matrizen

Ist A eine (n, m)-Matrix und B eine (m, k)-Matrix, so heiflen A und B multi-
plizierbar (d.h., die Anzahl der Spalten von A muss mit der Anzahl der Zeilen
von B tibereinstimmen).

Die Produktmatrix C' = A- B ist eine (n, k)-Matrix, und die Elemente ¢;; ergeben
sich als Skalarprodukt der i—ten Zeile von A mit der j—ten Spalte von B, also

m
Cij = Zairbm- (Z:L,TL, jzl,,k)
r=1

Die Durchfithrung der Matrizenmultiplikation kann mit Hilfe des sogenannten
Falk-Schemas erfolgen:

by oo | by | b
B — . . .
R I R
a0 Aim Ci1 - Ciy o Crg
A = \azl Qjm Ci1 0 |G| Cig =C
an1 tee Anm Cp1 " an o Cpk

0 3 L7
6
A=1|4 2| eR*® und B= c R?3
1 0

-2 3 1

Wir bemerken zunéchst, dass sowohl das Matrizenprodukt A - B, als auch B - A
berechenbar ist.

Wir erhalten B =

0 3 0-4+3-(-2) 0-74+3-3 3
A=14 2 4-442-(=2) 4-7+2-3 26
4+0-(-2) 7T+0-3 6
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Somit ergibt sich fiir A - B die (3, 3)-Matrix

-6 9 3
12 34 26
4 7 6

Fir B - A hingegen erhalten wir folgendes

0 3
A= 4 2
1 0
4 7 6 4-04+7-4+6-1 4-34+7-24+6-0

—2 3 1| | (-2)-0+43-4+1-4 (=2)-3+3-24+1-0
Somit ergibt sich fur B - A die (2,2)-Matrix

34 26
16 0

Bemerkung 6.2.5: Wie wir grade schon im letzten Beispiel gesehen haben, ist
die Matrizenmultiplikation (bis auf wenige Ausnahmen) nicht kommutativ, das
heifit im Allgemeinen gilt

A-B#B-A.

Allerdings gilt trotzdem das Assoziativgesetz

(A-B)-C=A-(B-0C) firalle A€ R™™ B € R™ und C € RF,

Auch die Distributivgesetze werden erfiillt.

(A+B)-C=A-C+B-C firalle A,B€R"" und C € R™*

sowie

A-(B+C)=A-B+A-C firalle Ac R®™ und B,C € R™*

5. Determinantenberechnung

a) Determinante einer zweireihigen Matrix A € R*2.
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a b
det(A) = det =a-d—b-c
c d

b) Determinante einer dreireihigen Matrix A € R*®. Zunéchst benutzen wir
zur Berechnung die sogenannte Regel von Sarrus. Die Berechnung erfolgt
dabei nach dem folgenden Schema.

+ + +
ail a2 @13 a11 a12

NOX X
a1 a2 _ @23 ‘ a21 22
I N

a31 a32 a33 a3 a32

-
-,
-

-
-,
-

FormelméfBig driickt sich das wie folgt aus.

a11 Qi Q13

det(A) =det | ay; a9 asg | = 11022033 + A12023a31 + Q13021032

a31 azz 33

— (a13a22a31 + 1102332 + a12a21033)

Zu beachten ist dabei, dass die Regel von Sarrus nur fur (3,3)-Matrizen
benutzt werden kann.

¢) Berechnung von Determinanten einer quadratischen (n, n)-Matrix mit Hilfe
des Laplaceschen Entwicklungssatz. Diese Methode ist also allgemein giiltig.
Wir betrachten zunéachst aber erstmal wieder den ,einfachen“ Fall fiir eine
Matrix A € R33. Wir stellen dazu die Ausgangsmatrix mit einem Vorzei-
chenschema gegeniiber, welches immer abwechselnd ,,+“ und ,—* Zeichen
enthélt. Das sieht dann wie folgt aus.

ail a2 13 + - +
A= ay axn ax und - + -
as1 azz a3 + - +

Man wahlt sich nun eine beliebige Zeile oder Spalte nach welcher man ,.ent-
wickeln“ mochte. Dabei empfiehlt es sich die Wahl so zu treffen, dass man
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in der gwéhlten Zeile oder Spalte moglichst viele ,,Nullen“ hat. Wir , entwi-
ckeln“ nun beispielhaft nach der ersten Zeile (aber wie gesagt, wir hitten

auch die 3. Spalte nehmen koénnen). Dann ergibt sich folgendes.

11 Aaiz2 Qi3

Q22 A23 Q21 A23
32 Aag33 a31 Aass
31 Aazz ass
A2 Q23
—I— a3 - det
az2 as3
Beispiel 6.2.6: Sei
1 2
A=
-3 4

Dann gilt

Beispiel 6.2.7: Sei

A

-3 (z—4)
Fiir welche Werte o € R ist det(A) = 187
Es gilt
det(A) =z (z—4)—2-(=3)=2® — 4z +6 = 18

:0;x2—4x—12

:>.I‘1/2:2:]:\/4+12

:>$1:6/\£If1:—2

Beispiel 6.2.8: Sei

1 2 0
A=1] -3 4 2
1 3 -1

Dann ergibt sich mit der Regel von Sarrus

det(A)=1-4-(=1)+2-2-140-(=3)-3—2-(=3)-(=1)—1-2.3-0-4-1

— —44440-6-6—0
= —12.
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Mit dem Entwicklungssatz von Laplace erhalten wir beim , Entwickeln* nach der

1. Zeile
1 2 0
4 2 -3 2 -3 4
det| =3 4 2 =1-det — 2 -det +0-det
3 —1 1 -1 1 3
1 3 -1
=1-(-4-6)—2-(3—2)=-10—-2
= —12.

€ R?

1 1
und mochten den Fléacheninhalt des Parallelogramms berechnen, welches von den
beiden Vektoren in der Ebene aufgespannt wird. Dazu muss nur die Determinante
der Matrix [Z | y] berechnet werden. Es ergibt sich

10
Ap = det =1.
11

1 0
Beispiel 6.2.9: Wir betrachten die Vektoren 7 = { ] und § = {

Abbildung 6.2: Flicheninhalt eines Parallelogramm

Bemerkung 6.2.10: Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Determinanten.
Seien A, B € R™" sowie A € R.

a) det(A") = det(A)

b) det(A- B) = det(A) - det(B)
c) det(A-A) = A" - det(A)
d) det(E,) =1
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6. Inverse Matrizen

Definition 6.2.11: Eine quadratische Matrix A € R™™ heif3t invertierbar, falls
eine Matrix A~! € R™" existiert, so dass

A-A'=A"' A=E,

Die Matrix A~ € R™" wird dann als Inverse (Matrix) von A bezeichnet.

Satz 6.2.12: Eine Matrix A € R™" ist invertierbar <= det(A) # 0.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie wir denn inverse Matrizen berechnen
konnen. Dazu betrachten wir zunachst den Fall n = 2.

Sei
a b
A= € R*2.
c d
Dann gilt
Al 1 d —b _ 1 d —b
det(A) | _. 4 ad — bc c a
Beispiel 6.2.13: Sei
1 2
A pumg
3 4

Wir berechnen zunéchst die Determinante von A. Es ist det(A) = 1-4—2-3 = —2.
Somit ergibt sich

o 4 -2 2 1
T2 -3 1 B 3 _1
2 2
Ferner ergibt die Probe
Colte2| |21 10
A . Ai = 3 ) —=
3 4 5 =3 0 1

Fiir hohere Dimensionen erweist sich die Berechnung der Inversen als etwas
schwieriger. Wir stellen im Folgenden fiir den Fall A € R33 zwei Moglichkeiten
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zur Berechnung vor, welche sich auch auf die Félle n = 4, n =5, ... tibertragen
lassen. Dazu betrachten wir die Matrix

1 0 —1
A=1] -8 4 1
-2 1 0

Bestimmung der Inversen mit Hilfe des Gauf-Algorithmus

Wir schreiben das Zahlenschema der Matrix in die linke Spalte einer Tabelle und
rechts die Einheitsmatrix. Ziel ist es nun auf der linken Seite die Einheitsmatrix
zu erhalten.

A At Umformung

1 0 -1 100
-8 4 1 010 IT—4I11
-2 1 0 0 0 1

1 0 -1 10 0

0 0 1 01 —4 INT+21
-2 1 0 00 1

10 —1 10 0

00 1 01 —4 I+11
01 =2 2 0 1

1 0 0 1 1 —4

00 1 01 —4 1171+ 211
01 -2 2 0 1

1 00 11 —4

0 01 01 —4 I < I1

010 2 2 =7

1 00 1 1 —4

010 2 2 =7

0 01 01 —4

89



Kapitel 6 Lineare Algebra

Somit haben wir die Inverse der Matrix A gefunden, es ist

11 —4
Alt=19 2 7
01 —4

Fassen wir dieses Verfahren also nochmal zusammen.

a) Schreibe das Zahlenschema der Matrix in die linke Spalte einer Tabelle und
rechts die Einheitsmatrix.

b) Stelle mit Hilfe sogenannter elementarer Zeilenumformungen auf der linken
Seite die Einheitsmatrix auf. Dazu gehoren:

— Tauschen von Zeilen
— Multiplizieren einer Zeile mit einer beliebigen Zahl (auBer 0!!)

— Addieren und Subtrahieren einer Zeile von einer anderen Zeile (natiir-
lich auch mit Vielfachen der Zeilen)

Beachte: Alle Umformungsschritte miissen simultan auch auf der rechten
Seite durchgefithrt werden.

¢) Wenn links die Einheitsmatrix steht, kann rechts die Inverse der Ausgangs-
matrix abgelesen werden.

Bestimmung der Inversen mit Hilfe der Adjunktenformel

Fiir eine Matrix A € R™" gilt

-1 1 t

At
det(A) " ad’

wobei A,q4 die sogenannte Adjunkte Matrix von A ist. Fiir dieses Verfahren be-
notigen wir die Determinantentheorie und es wird schnell sehr rechenaufwandig.
So muss man zur Bestimmung der Inversen einer (4, 4)-Matrix schon 17(!!) De-
terminaten berechnen. Spezialisieren wir uns also auf den Fall A € R*3. Fiir

a b c
A=|d e f
g h 1
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6.2 Matrizen

gilt ) )
e d d e
+det / —det / + det
h 1 g 1 g h
b ¢ a ¢ a b
Aggg = | —det + det —det
h 1 g 1 g h
b ¢ a a b
+ det —det + det
I e f d f d e | |

Beispiel 6.2.14: Wir betrachten wieder die Matrix

1 0 —1
A=1] -8 4 1
-2 1 0

und wollen die Inverse von A diesmal mit der Adjunktenformel bestimmen. Zu-
néchst bestimmen wir die Determinante von A. Es ist

det(A) =0+0+8—1—0—8=—1.

Ferner gilt

1 -8 1 -8 4
+ det —det + det
10 -2 0 -2 1
0 -1 1 -1 1 0
Aggj = | —det + det —det
1 0 -2 0 -2 1
0 -1 1 -1 1 0
+ det —det +det
4 1 -8 1 -8 4| |
-1 -2 0
= -1 -2 -1
4 7 4
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Somit ergibt sich

-1 -2 0 -1 -1 4
Sy TR I R 7
det(A) o4~ 21
4 7 4 0 —1 4
11 —4
=2 2 -7
01 —4

6.3 Lineare Abbildungen

Beispiel 6.3.2: Sei f: R? — R? mit

x T — 2y

(IR

Wir zeigen, dass f tatséchlich eine lineare Abbildung ist. Dazu miissen wir die
beiden Eigenschaften aus der Definition nachweisen (also die Additivitdt und

Homogenitét). Seien
L1 L2
Y1 Y2

y 3y

U=

e R? und 17{
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6.3 Lineare Abbildungen

A

B T1 — 2y + x9 — 2y
3y1 + 3y

Dann gilt

ZL’1—|—JI2

Y2 Y1+ Yo
(71 +22) = 2(y1 +2)

3(y1 + v2)

- T1 — 2 n To — 2y
3y1 3y

X
e R?.
y

Bleibt noch die Homogenitit zu zeigen. Es sei also A € R und ¢ = {

Dann gilt

A'f({xl =\ (D)
Y

Somit haben wir bewiesen, dass es sich bei f um lineare Abbildung handelt.

Beispiel 6.3.3: Sei f: R? — R? mit

(L)

Wir zeigen nun, dass f keine lineare Abbildung ist. Dazu reicht es ein Gegen-

T — 2y
3y+1

€ R? und

1
beispiel zu finden. Wir wéhlen zum Beispiel den Vektor v = {
0
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A = 2. Dann miisste laut der Homogenitéatseigenschaft eigentlich gelten, dass

f(A-U) = X- f(¥). Wir erhalten allerdings

1 1—-2-0 1 2
2-f(¥)=2-f —92. =92. —
0 3-0+1 1 2
sowie
. 1 2 2—2-0 2
J@-w =2 = f - -
0 0 3-04+1 1

Somit ist die Homogenitatseigenschaft verletzt und wir haben gezeigt, dass f
keine lineare Abbildung ist.

Satz 6.3.4: Sei f : R” — R™ eine lineare Abbildung. Dann existiert eine Ma-
trix A € R™", so dass f(v) = A - 7.

Beispiel 6.3.5: Sei f: R? — R? mit

(-]

Da es sich bei f um eine lineare Abbildung handelt (wie wir bereits gezeigt haben)
existiert eine Matrix A € R*?, so dass f(v) = A - ¢ fiir alle ¢ € R?. Sei

a b . x
A= und 0 =
c d Y
Es ist
a b x ar +b r—2
A-T= : — ylL v|_ 1(@)
c d Y cx +
Koeffizientenvergleich liefert: a = 1, b = —2, ¢ = 0 sowie . Somit ist die zur

linearen Abbildung f dazugehorige Koeffizentenmatrix gegeben durch

1 =2
0 3

A:

Satz 6.3.6: Sei f : R®™ — R™ eine lineare Abbildung und A die dazugehorige
Koeffizentenmatrix. Dann besitzt f eine Umkehrabbildung f~! genau dann, wenn

det(A) # 0.
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Bemerkung 6.3.7: Um die Umkehrabbildung zu bestimmen, muss die Inverse
der Koeffizientenmatrix A berechnet werden.

Beispiel 6.3.8: Wir betrachten erneut die lineare Abbildung f : R? — R? mit

{H15

und der dazugehorigen Koeffizentenmatrix gegeben durch

1 =2
0 3

A:

Untersuchen wir zunédchst, ob f eine Umkehrabbildung besitzt. Es ist

1
det(A) = det =1-3—(-2)-0=3#0.
0 3

Die Umkehrabbildung f~! existiert also. Die Inverse von A ist gegeben durch

A11{32 {1;]
3101 0!
Somit erhalten wir die Umkehrabbildung
= x | e 2y
1
Yy 3Y

6.4 Lineare Gleichungssysteme

Ein System
axry + ...+ @&y = bl
a91x1 + ...+ Aoy, = bQ
a1+ ...+ GpnTm = bp
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mit a;j,b; € R heifit Lineares Gleichungssystem(LGS) mit n Gleichungen und m
Unbekannten. Wir konnen das LGS auch in Matrix-Vektor-Form darstellen. Das
sieht dann wie folgt aus

a11 A2 A1m X1 by
Q21 Qa22 Q2m T2 by
L An1  Ap2 Anm ] L Tm ] L bn ]
N—_—— N—_——
=A =7 -

oder kurz A -7 = b.

Die Matrix A € R™™ wird als Koeffizientenmatrix bezeichnet. Ferner ist ¥ € R™
der gesuchte Losungvektor und b € R™ die sogenannte Inhomogenitéat. Ist b = 0,
so spricht man von einem homogenen LGS, sonst von einem inhomogenen. Die
Matrix

11 A2 Q1m by
Q21 A22 Q2am by
Aerw -
L Ap1  Ap2 Apm bn ]

heifit erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS.

Gaufisches Eliminationsverfahren

Zur Berechnung der Losungsmenge konnen die folgenden elementaren Umformun-
gen durchgefiithrt werden:

a) Vertauschen von Zeilen

b) Addieren oder Subtrahieren des Vielfachen einer Zeile zum bzw. vom Viel-
fachen einer anderen Zeile

¢) Multiplizieren einer Zeile mit einer beliebigen Zahl (aufier 0!!)

d) Vertauschen von Spalten (hierbei ist Vorsicht geboten, da dies zu einer
Umnummerierung der Unbekannten fiihrt)

Ziel ist die erweiterte Koefliezientenmatrix in die folgende Gestalt umzuformen.

10 ar | b ]

0 1 a | b
Aerw = 2m _2

(00 ... 0 ||
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6.4 Lineare Gleichungssysteme

Man bezeichnet diese Gestalt der erweiterten Koeffizientenmatrix auch als Zeilen-
stufenform. Die elementaren Umformungen andern nichts an der Losungsmenge
des LGS, das heifit es spielt keine Rolle, ob wir das urspriingliche System 16-
sen oder das durch die Umforungen vereinfachte LGS. Im letzteren Fall ist es
allerdings wesentlich einfacher, die Losungsmenge zu bestimmen. Betrachten wir
einige Beispiele.

Beispiel 6.4.1: Wir versuchen, die Losung von folgendem LGS zu bestimmen.

I +Z(]2+2l’3 =
2%1 + 2232 — T3 = 2
T1+ 319+ 223 =

Umgeschrieben in Matrix-Vektor-Form erhalten wir

11 2 T 1

2 2 =1 |-|x|=1|2

1 3 2 T3 0
=A =z -5

112 |1 11 2| 1
Agw=1]2 2 —1| 2 52 2 -1 2
13 20 02 0| -1
11 2| 1 11 2| 1
200 =5 0 200 =5 0
02 0| -1 01 0| -05
112 1 100/ 1,5
—0,2-111 I—II1,1—2IT
001 0 =00 1| o
010/ -05 010/ -05
100 1
T 01 0] —0,5
001 0

Wir haben hier also ein Beispiel fiir ein LGS gefunden, welches eine eindeutige
Losung besitzt. Insbesondere ist

r=1,y=-0,5 und z=0.
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Beispiel 6.4.2: Wir betrachten nun das folgende LGS.

ZEl—f-ZL'Q = -1
3131+$2—£L’3 = -1
2[E2+Il§3 = 0

Umgeschrieben in Matrix-Vektor-Form ergibt sich

1 1 0 1 -1
31 =1 |- |ax | =] -1
0 2 1 T3 0

—A =F -3

und somit ergibt sich folgende erweiterte Koeffizientenmatrix

11 0 | -1 1 1 0
Aww=13 1 -1| -1 i U R S |

02 1| 0 0 2 1

11 0 -1
— |0 =2 -1 2
0 0 0 2

Die letzte Zeile konnte man auch schreiben als 0 = 2, da dies aber mit Sicherheit
nicht der Fall ist, haben wir also einen Widerspruch bzw. eine falsche Aussage

gefunden. Somit besitzt das LGS keine Loésung.

Beispiel 6.4.3: Wir betrachten nun das folgende LGS.

T+ Xy = -1
3$1+£L’2—[B3 = -1
21’2+ZL‘3 = 0

Umgeschrieben in Matrix-Vektor-Form ergibt sich

11 0 T -1
31 =1 ||z | =1 -1
02 1 T3 -2

=A =7 -5
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und somit ergibt sich folgende erweiterte Koeffizientenmatrix

11 0 | -1 1 1 0| -1
Aew=13 1 —-1| -1 =g o 21| 2

02 1 | =2 0o 2 1 | =2

1 1 0 -1
— |0 =2 -1 2
0 0 0 0

Diesmal ist eine komplette Nullzeile entstanden. Das LGS hat unendlich viele
Losungen. Wir betrachten die zweite Zeile, es ist

—2Yy—2=2 <= z2=-2-2.
Wir wéahlen y = ¢, t € R und somit z = —2 — 2t. Die erste Zeile ergibt

r+y=—-1 <= z=-1—-y.

Folglich haben wir x = —1 — t. Zusammengefasst lautet der Losungsvektor also
-1 -1
r=1| 0 |+t] 1
—2 —2

Wir haben gesehen, dass bei der Losung von linearen Gleichungssystemen drei
Falle auftreten konnen. Ist die Koeffiezientenmatrix A quadratisch, so kann man
folgendes Kriterium benutzen um festzustellen, ob das LGS eindeutig losbar ist
oder nicht (in diesem Fall bleibt noch die Moglichkeit, dass es gar keine Losung
oder aber unendlich viele Losungen besitzt).

Satz 6.4.4: Sei A7 = b mit A € R™". Dann ist das lineare Gleichungssystem
A - & = b genau dann eindeutig losbar, wenn det(A) # 0.

Beispiel 6.4.5: Wir betrachten das LGS

A 0 1—-2AX T1 —1
A0 0 T3 0
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Fiir welche Werte von A ist das LGS eindeutig losbar?
Um diese Frage zu beantworten, berechnen wir die Determinante der Koeffizien-

tenmatrix A. Es ist

det(A) = (=A) - A-0+0-(=A) - A+ (1—A\)-0-0
—0-0-0—(=A)-(=A)-0—(1=XA)-A-\

(
=A% (1-\) =0
— =0 A X=1

Folglich ist das LGS eindeutig losbar fir A € R, A #0, X # 1.
Die Cramersche Regel

Wir betrachten das eindeutig lésbare LGS A-# = b mit A € R™" und det(A) # 0.

Dann ist die eindeutige Losung & = (w1, T, . .., x,)" gegeben durch
i T 7 AN = 17 sl
T Qet(A) "

wobei die Matrix A; dadurch entsteht, dass die i-te Spalte in der Koeffizienten-
matrix A durch b ersetzt wird, das heifit

apix a2 ... A164-1) by ai(i+1) --- Qin
Q21 G2 ... (2(i—1) by ag@i+1) --- Q2n
Ai -
L Ap1 Gp2 ... Gp-1) bn Ap(i+1) -+ Onpn |

Beispiel 6.4.6: Wir betrachten das LGS.

T+ xe+x3 = 1
ZL’1—$2+Z‘3 = -1

r1 — X2 — T3 — 0

Umgeschrieben in Matrix-Vektor-Form ergibt sich

1 1 1 1 1
1 -1 1 Ty | =] —1
1 -1 -1 s 0

A =7 -5
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Dann gilt det(A) =1+1—-1+1+1+1 =4 sowie

1
A= -1 -1 1 = det(A))=1+1-1+1=2 = 1=
A=11 -1 1 — det(Ay) =1+1+14+1=4 = 2,=1

1
As=11 -1 -1 | =det(A3)=—-1-1—-1+1=-2 = 03 =—3

6.5 Geometrische Anwendungen im R’

1. Geraden im Raum

a) Punktrichtungsgleichung in Parameterform

Gegeben seien ein Punkt P, der auf der Geraden g liegt, und ein
Vektor a, der die Richtung der Geraden ¢ angibt.

— ¢g:T=3Tp+t-d (teR)

s
Dabei ist Zy = OF, der Ortsvektor von Punkt Fy und ¢ € R ein
beliebiger Parameter.

b) Zweipunktegleichung

Gegeben seien die Punkte P;(z1,y1,21) und Ps(xa, Y2, 22), die auf der
Geraden g liegen.

—_—
— gf:OP1+tP1P2 (tER)

Dabei ist
To — X1
—
ISVERS Y2 — Y1
Z2 — 21

2. Ebenen im Raum
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a) Vektorielle Form der Ebenengleichung - Parameterdarstellung

Gegeben seien die Punkte Pj(x1,y1,21), FPa(xe,y2,29) und
P3(x3,ys3,23). Dann kann die Ebene FE, auf welcher die drei Punkte
liegen, wie folgt dargestellt werden

—% 7 7
— Eif:Opl—f—S'PlPQ‘i‘t'Png (S,tER)
b) Normalenform

Gegeben sei die Ebene in Parameterdarstellung F : ¥ = O—P1> + s
P, P,+t- P, P;. Un die Normalenform der Ebene zu betimmen, miissen
wir zunichst den Normalenvektor der Ebene bestimmen. Dieser ist
gegeben durch N

n}:PngxPng.

Dann ist die Normalenform von E gegeben durch

—
E:|&—OP]ony=0
¢) Koordinatenform (parameterfreie Darstellung)

=
Gegeben sei die Normalenform £ : [f — OPl} ong = 0. Berechnet man
dieses Skalarprodukt, dann ergibt sich nach einigen Umformungen eine
Ebenengleichung der Gestalt

E:ax+by+cz=d mit a,b,c,d e R,

die sogenannte Koordinatenform.

d) Abstand d eines Punktes Py von der Ebene E

Gegeben sei E : ax + by + cz = d und der Punkt Py(zo, Yo, z0). Dann
ist der Abstand d eines Punktes P, von der Ebene E gegeben durch

_|awo +byo + czo — d
W) == e |

Beispiel 6.5.1: Gegeben seien die Punkte P(1|0]1), Q(3|1]1), A(1]2]3), B(1]2]4)
und C(1]3]3)

a) Bestimmen Sie die Gerade g, welche durch die Punkte P und () geht.

1 2
g:f:ﬁ+t-}ﬁ:>g:f: 0+t 1
1 0
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b) Bestimmen Sie die Parameter-, Normalen- und Koordinatenform der Ebene
E, in welcher die Punkte A, B und C' liegen.

1 0 0

E:f:O_}l—i—s-zﬁ—i—t-m:E:f: 21 +slo |+t 1

3 1 0
0 0 1
n};:ﬁxﬁ: Olx|1]|=1]0
1 0 0

1
—
:>E:[f—OA}on_}5:0 somit EF:|Z—| 2 ol 0| =0
0
= (r—-1)-1=0=F:z=1
¢) Bestimmen Sie den Durchstofipunkt von g und F.

Wir miissen dazu g und E gleichsetzen. Aus der Gleichnug fiir g ergibt sich
x = 1+ 2t und folglich durch einsetzen in F

1 2 1
142t =1<=t=0=2=|0|+0-|1|=|0|=5(101)
1 0 1

d) Berechnen Sie den Abstand des Punktes R(2|1|1) von der Ebene E.
2-0-1

12 4+ 0% + 02

e) Gehort R zur Geraden ¢g? Dazu miissen wir eine Punktprobe machen. Es
ergibt sich

d(R,E) = ‘

2 1 2 1 2t
1|=10]|+t 1)< |1 |=|1t
1 1 0 0 0

Da hier ein Widerspruch entsteht gehort der Punkt R somit nicht zur Ge-
raden g.
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8. Aufgabe: Fiir welche Werte A € R ist das Gleichungssystem

A+Dzy+ A+ 1)ae+223 = 0
$1+$C2+.T3 = -1
Aty + 33+ (A +2)zg = —1

eindeutig losbar? Geben Sie die Losung fiir A = 0 an. Wann besitzt das System
unendlich viele Losungen, wann keine? Geben Sie fiir den Fall unendlich vieler
Losungen diese an.

Hinweis: Benutzen Sie die Matrixschreibweise, die Determinantentheorie, sowie
den Gauss-Algorithmus!

9. Aufgabe: Berechnen Sie die Matrixprodukte A - B und B - A.

3 2 -2 4
A= und B =
6 4 3 —6
Diskutieren Sie das Ergebnis.
10. Aufgabe: Gegeben sind Geraden
3 —1 2 1
g:T=1|0 |+r| 3 und h:Z=| 1 |+s| =2
-5 —4 -1 0

a) Berechnen Sie den Schnittpunkt und Schnittwinkel von ¢g und h.

b) Bestimmen Sie die Koordinatenform der Ebene E, die die Geraden g und
h enthalt.

¢) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P(3|2|1) von der Ebene E.
d) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden

und der Ebene FE.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Zufdlliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit und
kombinatorische Grundlagen

Ein zufélliger Vorgang oder Zufallsexperiment ist ein Vorgang, bei dem vor
Ablauf des Vorgangs das Ergebnis nicht bekannt ist. Die Wiederholung eines
solchen Vorgangs nennt man Versuch. Ein zufalliger Vorgang ist durch folgende
Eigenschaften gekennzeichnet:

1. Alle méglichen Ausgénge sind vor Ablauf des Vorgangs bekannt.
2. Vor jedem Versuch ist der Ausgang des Versuchs unbekannt.
3. Der Vorgang kann unter gleichen Bedingungen wiederholt werden.

Mathematisch werden die moglichen Ausgénge durch eine Menge, den Ergeb-
nisraum (oder Grundraum) € beschrieben.

Beispiel 7.1.1: 1. Werfen eines Wirfels: Q= {1,2,...,6}

2. Anzahl der Telefonanrufe in einer Zentrale in einem bestimmten Zeitinter-
vall: Q={0,1,...}

3. Messung der Korperhohe eines 12-jahrigen Schiilers: Q = (0, 00)
4. Antwort bei einer Befragung: Q = {JA, NEIN}

Ein zufilliges Ereignis: (random event) ist eine Menge von moglichen Ausgén-
gen; und wird durch eine Teilmenge von 2, d.h. A C Q, charakterisiert.

Beispiel 7.1.2: 1. geworfene Augenzahl ist Eins A = {1}
2. weniger als 100 Anrufe A = {0,...,99}
3. Schiiler ist grofer als 150 cm A = (150, 00)
4. Antwort lautet "JA’ A = {JA}
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Die Darstellung von zufélligen Ereignissen in Form von Mengen gestattet es,
interessierende Ereignisse durch Mengenverkniipfungen zu beschreiben:

Zufélliges Ereignis Beispiel: Werfen eines Wiir-
fels

ACQ A - Werfen einer geraden
Zahl A ={2,4,6}

BCQ B - Werfen einer Zahl gro-
fler als 4 = B = {5,6}

A tritt nicht ein A, Ac A=1{1,3,5},
B =1{1,2,3,4}

A oder B tritt ein AUB AUB ={2,4,5,6}

A und B treten ein ANB ANB = {6}

unmogliches Ereignis 0 (leere M.)

sicheres Ereignis Q {1,...,6}

A und B sind unvereinbar | ANB =1 By ={1,3} = AnB; =10

Aus diesen Axiomen kann man ableiten
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7.1 Zufélliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit und kombinatorische Grundlagen

Die ersten drei Bedingungen,' die die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie bil-
den und von Kolmogorov (1933) formuliert wurden, spiegeln wesentliche Eigen-
schaften der relativen Haufigkeit und der sogenannten klassischen Wahrschein-
lichkeit wider:

« Relative Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit: Ein Zufallsexperiment
wird n-mal unter gleichen Bedingungen wiederholt. Dann gilt fir die relative
Héufigkeit h,(A) des Eintretens von A
0 < h,(A) < 1, fiir zwei Ereignisse A und B mit ANB =  gilt h,(AUB) =
hn(A) 4+ hy,(B). Betrachten wir das sichere Ereignis, dann gilt h,(Q2) = 1.
Fiir eine sehr groe Anzahl n von Wiederholungen gilt:

ha(A) = P(A).

o Die Formel der klassischen Wahrscheinlichkeit liefert eine Moglichkeit,
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, wenn alle Ausgénge in €2 gleichwahr-
scheinlich sind:

Anzahl der fiir A giinstigen Ausgéinge

P(A) =

Anzahl aller moglichen Ausgéange
Anzahl der Elemente in A

Anzahl der Elemente in

Um die Anzahlen der Elemente in A und 2 zu berechnen, benutzt man
haufig Formeln aus der Kombinatorik.

Schauen wir uns also einige Grundlagen aus der Kombinatorik an.

Permutation: Unter einer Permutation versteht man die Anzahl der Anord-
nungsmoglichkeiten von n Objekten. Im Spezialfall, dass alle Objekte unter-
scheidbar sind (es also keinen identischen Objekte gibt), hat man genau n!
Moglichkeiten. Sofern es allerdings nicht unterscheidbare bzw. identische Ob-
jekte gibt, so gibt es genau

n!

nyl -nol - oyl

Moglichkeiten zur Anordnung. Dabei ist

und n; entspricht der Anzahl identischer Objekte vom Typ «.

!Streng mathematisch lautet die dritte Bedingung
P(U2,4;) = Y P(A))
i=1

fir Ereignisse A; N A; =0 fiir ¢ # j
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Beispiel 7.1.3: Ein Elektronikladen mochte sein Schaufenster mit 4 roten, 2
weilen, 3 griinen und 5 blauen Glithlampen in einer Reihe schmiicken.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn es keine weiteren Einschrénkungen
gibt, das heif3t alle Glithlampen unterscheidbar sind?

Da es insgesamt 14 verschiedene Glithlampen gibt, haben wir also genau

14! = 87178291200 Moglichkeiten.

b) Im Folgenden gelten die Lampen gleicher Farbe als nicht unterscheidbar.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn

1. die Glithlampen gleicher Farbe jeweils an einem Stiick angeordnet wer-
den sollen?

Da die Lampen gleicher Farbe nicht mehr zu unterscheiden sind, erhal-
ten wir also insgesamt 4 verschiedene Gruppen (rot, weif}, griin, blau)
und wir haben also genau

4! = 24 Moglichkeiten.

2. die Reihe mit 2 roten Glithlampen anfangen und aufthéren soll?

Die roten Lampen sind fest. Es bleiben also noch 10 Lampen. Fiir diese
gibt es genau

10!
3.5 2520 Moglichkeiten zur Anordnung.

¢) Wie grofl ist Wahrscheinlichkeit daftr, dass folgende Reihenfolge entsteht,
wenn es wie bei b) keine Unterscheidung zwischen Lampen gleicher Farbe
gibt:
rrrrwwgggbbbbb

Wir definieren zunichst das Ereignis A = {rrrrwwgggbbbbb} und somit
|A| = 1. Nun miissen wir noch die Anzahl aller moglichen Ereignisse, sprich
12| bestimmen. Wir haben insgesamt 14 Lampen. Fiir diese gibt es genau
14!
41.2!.3!. 5!

Also ist || = 2522520 und folglich erhalten wir

= 2522520 Moglichkeiten zur Anordnung.

A 1

PA) =" =
(4) Q] — 2522520

~4-1077.
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7.1 Zufélliges Ereignis, Wahrscheinlichkeit und kombinatorische Grundlagen

Variation: Unter einer Variation versteht man die Anzahl der Anordnungs-
moglichkeiten bei Auswahl von k£ Elementen aus n Objekten unter Beachtung
der Reihenfolge (man spricht auch von einer geordneten Stichprobe). Falls man
davon ausgeht, dass die Elemente wieder zuriick gelegt werden (mit Wiederho-
lung), so gibt es genau n* Méglichkeiten zur Anordnung. Sofern die Elemente
nicht zuriick gelegt werden (ohne Wiederholung), so gibt es genau

n n!
(k) H=Gow

Moéglichkeiten zur Anordnung.

Beispiel 7.1.4: Bei einem Test mit 5 Fragen gibt es jeweils 4 Antwortméoglichkei-
ten. Angenommen Sie haben iiberhaupt keine Ahnung und raten bei allen Fragen.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit alle Fragen richtig zu beantworten?

Wir definieren zunéchst das Ereignis A = | Alle Antworten sind richtig®. Dies
kann natiirlich nur in einem Fall auftreten und somit ist |A| = 1. Nun mtssen wir
wieder die Anzahl aller méglichen Ereignisse, sprich |€2| bestimmen. Wir haben 5
Fragen mit 4 Antworten. Man kann sich das nun wie folgt vorstellen. Wir haben
eine Urne mit 4 nummerierten Kugeln. Dann ziehen wir eine Kugel und legen diese
zuriick, was wir noch viermal wiederholen. Dabei spielt die Reihenfolge natiirlich
eine Rolle. Es ergeben sich somit 4° = 1024 Moglichkeiten. Also ist |Q = 1024
und folglich erhalten wir

A 1
= u = —— =~ 0,000977.

PA) = Q] 1024

Man sieht, dass die Wahrscheinlichkeit sehr gering ist, obwohl der Test aus nur 5
Fragen bestanden hat. Lernen zahlt sich also aus.

Beispiel 7.1.5: Einer Gruppe von 10 Studenten werden 4 Kinokarten angebo-
ten. Wie viele Moglichkeiten zur Verteilung gibt es, wenn sich die Karten auf
nummerierte Sitzplatze beziehen und jeder Student nur eine Karte bekommen
kann?

Hier ziehen wir natiirlich ohne Wiederholung, wenn eine Karte weg ist, dann
kann sie ja kein zweites mal rausgegeben werden und da diese auch zusétzlich
noch nummeriert sind, spielt die Reihenfolge natiirlich eine Rolle. Es ergeben
sich somit

1 10! 10! 2
<0>.4!:( 0 0 :36 8800:5040

4 10—4) 6 720

Moglichkeiten die Karten zu verteilen.
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Kombination: Unter einer Kombination versteht man die Anzahl der Anord-
nungsmoglichkeiten bei Auswahl von £ Elementen aus n Objekten ohne Beach-
tung der Reihenfolge (man spricht auch von einer ungeordneten Stichprobe).
Falls man davon ausgeht, dass die Elemente wieder zurtick gelegt werden (mit
Wiederholung), so gibt es genau

o

Moglichkeiten zur Anordnung. Sofern die Elemente nicht zuriick gelegt werden
(ohne Wiederholung), so gibt es genau

Y

Moéglichkeiten zur Anordnung.

Beispiel 7.1.6: Angenommen an der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultit einer Universitdt lehren acht Professoren fiir Mathematik, sechs fiir
Physik, sieben fiir Biowissenschaften und sechs fiir Chemie. Es soll nun eine sie-
benkdpfige Kommission gebildet werden. Selbstverstandlich sind alle Professoren
Individuen und somit voneinander unterscheidbar.

a)

Wieviele Moglichkeiten fiir eine solche Kommission gibt es, wenn keine Ein-
schrankungen beziiglich der Zusammensetzung vorgegeben sind?

Insgesamt lehren n = 8 + 6 + 7 4+ 6 = 27 Professoren an der Fakultét.
Von diesen sollen £ = 7 fiir die Kommission gewahlt werden. Dabei spielt
die Reihenfolge natiirlich keine Rolle und da niemand doppelt gewéahlt wer-
den kann, haben wir also eine Kombination ohne Wiederholung. Folglich

ergeben sich
27
( 7) = 888030

Moglichkeiten zur Bildung dieser Kommission.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, wenn genau 2 Mathematiker zur Kommis-
sion gehoren sollen?

Wir wahlen von den 8 Mathmatikern zunachst 2 aus. Dafiir gibt genau

(-

Moglichkeiten. Bleiben also noch 19 Professoren iibrig, von denen 5 in die
Kommission kénnen. Dafiir haben wir also genau

19
= 11628
(5)
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7.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Moglichkeiten. Folglich ergeben sich

1
(2) . <59> = 28 - 11628 = 325584

Moglichkeiten zur Bildung der Kommission, welche genau 2 Mathematiker
enthalten soll.

Beispiel 7.1.7: Angenommen Sie gehen mit vier Kommilitonen in die Mensa. Es
stehen 6 Gerichte zur Auswahl. Sie sollen das Essen fiir sich und Thre vier Kom-
militonen besorgen, wobei allen egal ist, was sie essen. Wieviele Moglichkeiten
gibt es dafiir?

Hierbei handelt es sich um eine Kombination mit Wiederholung, da jedes Essen
ja auch ofter als ein mal genommmen werden kann. Es ergeben sich somit

() ()

Moéglichkeiten die Speisen zu wahlen.

7.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 7.2.1: Die bedingte Wahrscheinlichkeit (conditional probabi-
lity) des Ereignisses A unter der Bedingung, dass das Ereignis B mit (P(B) >
0) eintritt, ist definiert durch

P(ANB)

P(AIB) = =55

Eine wichtige Formel ist die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit: Die

Grundmenge €2 wird in unvereinbare Ereignisse B;, j = 1,...,k zerlegt: Q =
BlLJUBk, B]ﬂBlz@furj#zund P(Bj) > 0.

Dann gilt fir ein beliebiges Ereignis A
P(A) = P(A|B,)P(B1) + --- + P(A|By)P(Bg) (7.2.1)

Héaufig wird diese Formel im Zusammenhang mit der Bayesschen Formel ange-
wendet. Fir beliebige Ereignisse A und B mit positiver Wahrscheinlichkeit gilt

P(A[B)P(B)

P(BIA) = =55

(7.2.2)

111



Kapitel 7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Formel (7.2.1) und (7.2.2) liefern zusammen

P(A|B;)P(B,)
P(A|B,)P(B;1) + --- + P(A|By)P(By)

P(B;|A) =

Beispiel 7.2.2: Eine wichtige Anwendung fiir diese Formel ist die Berechnung
von Wahrscheinlichkeiten bei falschen Positiv-Befunden Wie definieren fol-
gende Ereignisse:

B - beliebiges Individuum leidet an Krankheit K ;

A - Diagnoseverfahren liefert Aussage 'Individuum leidet an K’

Die Giite eines Diagnoseverfahrens wird angegeben durch folgende Wahrschein-
lichkeiten:

P(A|B) - Wahrscheinlichkeit, dass die vorhandene Krankheit K durch das Dia-
gnoseverfahren erkannt wird

P(A|B) - Wahrscheinlichkeit, dass ein gesundes Individuum durch das Diagnose-
verfahren als an K erkrankt klassifiziert wird.

Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebig ausgewéhltes Indi-
viduum, das einen positiven Befund erhalten hat, nicht an K erkrankt ist:
P(A|B)P(B) _ P(A|B)P(B)

P(A)  P(AB)P(B) + P(A|B)(1— P(B))’

P(B|A) =

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebig ausgewahltes Individuum, das einen
negativen Befund erhalten hat, wirklich nicht an K erkrankt ist, ist gegeben
durch

P(A|B)P(B) (1 - P(A[B))(1 — P(B))

P(B|A) = P(A) " 1-P(AB)P(B) — P(AB)(1 - P(B))’

Bei der Beurteilung von Diagnoseverfahren werden haufig die Begriffe Sensitivitdt
und Spezifitit verwendet. Die Sensitivitdt eines Verfahrens charackterisiert die
Wahrscheinlichkeit eines Verfahrens Kranke als krank zu erkennen:

Sensitivitat = P( Diagnose krank | Patient krank ).
Die Sperzifitat gibt die Wahrscheinlichkeit an, Gesunde als gesund zu klassifizieren:
Spezifitat = P( Diagnose gesund | Patient gesund );

das bedeutet, 1 - Spezifitat ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen falschen Positiv-
Befund.
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7.3 Zufallsvariable und ihre Verteilung

Nehmen wir nun an, dass 3% einer Population an einer bestimmten Krankheit
leiden und dass ein gewisser Test 95% der Gesunden als gesund einstuft und 99%
der Kranken als krank einstuft. Dann ergibt sich folgendes Baumdiagramm.

Befund Befund Befund Befund
'krank' 'gesund’ 'krank’ 'gesund’
P(Befund 'krank’)  0,03"0,99+0,9770,05= 0,0782
P(gesund und Befund 'krank’) 0,97°0,05= 0.0485
P(gesund |Befund 'krank') (0.0485/0.0783= 0.6202

Abbildung 7.1: Zahlenbeispiel

7.3 Zufallsvariable und ihre Verteilung

Definition 7.3.1: Eine Variable X, deren Werte Ergebnis eines zufalligen Vor-
gangs sind, heifit zufillige Variable (ZV) (Zufallsvariable, Zufallszahl, Zufalls-
groBe, random variable). Sie heifit diskret (discrete), wenn sie endlich oder ab-
zahlbar unendlich viele Werte annimmt.

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen ist bestimmt durch die An-
gabe der moglichen Werte und die Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Werte
angenommen werden:

Werte x3,x;,...und
Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = z}) oder p(z]).

Wenn die moglichen Werte (nichtnegative) ganze Zahlen sind, so schreibt man
héufig pr, = P(X = k). Es gilt:

J

Y P(X=2)=1 und P(X =1})>0 firalle z}.
J

113



Kapitel 7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fiir numerische ZV betrachtet man die (kumulative) Verteilungs-
funktion F' (cumulative distribution function, cdf), die durch

F(t)=P(—0c < X <t)= ) P(X ==z

”
wjgt

definiert ist.

Die Verteilungsfunktion ist eine Sprung- oder Treppenfunktion (step function)
mit Spriingen an den Stellen x% und Sprunghéhen p(x7).

Beispiel 7.3.2: Zwei Wiirfel werden geworfen. Die ZV X gibt dabei die Augen-
summe an. In der folgenden Tabelle findet man die moglichen Werte von X | die
Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Werte angenommen werden, gegeben und
die Werte der Verteilungsfunktion.

k 234|567 |8|9]10]11] 12
pe=PX =k) | 5|5 |3 | 36| 36|36 |36 |36 % | 3|

_ 1|3 |6 10|15 20 |26 |30]33|35 |36 _
F<k) - P<X < k> 36 36 36 | 36 | 36 36 36 | 36 36 36 36 1

Um Sachverhalte aus der Realitdt zu veranschaulichen benutzt man bestimmte
Verteilungsmodelle. Im Folgenden wollen wir uns zwei wichtige diskrete Vertei-
lungen anschauen.

7.3.1 Binomialverteilung

Ein zufilliger Vorgang, bei dem als Ausgang nur das Ereignis A (Erfolg) oder das
Ereignis A (Misserfolg) auftreten kann, wird n-mal unter den gleichen Bedingun-
gen wiederholt. Die Erfolgswahrscheinlichkeit sei p. Die Zufallsgrofie X beschreibe
die Anzahl der Erfolge; aus kombinatorischen Uberlegungen ergibt sich

P(X =k) = (:) p*(1 — p)"*F
= #!_k)!pk(l—p)"_k fir k =0,...,n

Man sagt: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p und schreibt

X ~ B(n,p).
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Binomialverteilung Binomialverteilung
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Abbildung 7.2: Binomialverteilungen mit verschiedenen Parametern

Beispiel 7.3.3: Langjihrige Untersuchungen haben ergeben, dass die Wahr-
scheinlichkeit bei 92% liegt, dass die Biostudenten Montag frith piinktlich zur
Vorlesung kommen (Angabe fiktiv). Angenommen wir befragen zufillig 10 Stu-
denten aus dieser Gruppe. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8
piinktlich sind. Wir modellieren die Anzahl der piinktlichen Studenten durch die
Zufallsgrofe X. Dann gilt X ~ B(10;0,92). Somit gilt

10
P(X =8) = <8> -(0,92)% - (1 —0,92)* ~ 0,1478

7.3.2 Poissonverteilung

Sei die Erfolgswahrscheinlichkeit p bei der Binomialverteilung sehr klein und die
Zahl n sehr grof}, so dass n - p nahe einem Wert A\ > 0 ist, dann kann man diesen
Sachverhalt durch eine Poissonverteilte ZV beschreiben, d.h.

}\k
P(X =k) :Eexp(—)\) fir k =0,1....
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Die Schreibweise lautet: X ~ Poi(\).

Poissonverteilung Poissonverteilung

0.4
|

A=2 — A=12

0.4

P(X=K)
02
L
P(X=K)
02

0.1
0.1

0.0
|

.................. © |
=1

5 10 15 20

caenld
T T T T T T
0

k k

Abbildung 7.3: Poissonverteilungen mit verschiedenen Parametern

Beispiele fiir die Anwendung der Poissonverteilung sind: Anzahl ankommender
Telefonanrufe in einer Telefonzentrale, Anzahl der Druckfehler in einem Buch,
Anzahl von Bakterienkolonien.

Beispiel 7.3.4: Die Poissonverteilung ist fiir viele Probleme in der Biologie, ins-
besondere fiir die Schiatzung der Dichte von Organismen, von Bedeutung. Als
Beispiel betrachten wir die Feststellung der Anzahl von Hefezellen, die in einer
Fliissigkeit suspendiert sind. Dazu wird ein Glastridger in 200 kleine gleichgrofe
Quadrate aufgeteilt; die Anzahl der Hefezellen in jedem Quadrat wird ausgezahlt.
Wir erhalten folgende absoluten Haufigkeiten Als Modell fiir diese Anzahl wéahlen

Hefezellen 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
je Quadrat

k

H (k) 75 103 121 54 | 30 13 | 2 1 0 1

wir X ~ Poi(A) mit A = 2.
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7.4 Stetige Zufallsvariablen und Verteilungen

Definition 7.4.1: Eine Zufallsvariable heifit stetig (continuous), wenn die mog-
lichen Werte ein Intervall auf R bilden.

Die Verteilung einer stetigen ZV ist gegeben durch eine Funktion f, die Dichte
(density), die auf der reellen Achse definiert ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
stetige ZV X einen Wert zwischen den Zahlen a und b (e < b) annimmt, ist
gegeben durch den Flécheninhalt unter f zwischen a und b, d.h.

Pla< X <b) = /abf(a:) dz = F(z) Z — F(b) — F(a).

Es gilt:
/ f(z)dr =1 und f(x) >0 firalle x. (7.4.1)

F ist die Verteilungsfunktion von X.

Dichte und Verteilungsfunktion

f(x) Dichtefunktion

f(x)
0.6 0.8 1.0
L I

04

0.2

0.0
L

Abbildung 7.4: Dichte und Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen

Beispiel 7.4.2: Die folgende Funktion ist eine Dichte.

f(x) = {Gx(l—x), 0<z<l1

0, sonst.

Es gilt

/oO f(x)dm:/0161‘(1—m)dx:/()l(Gx—6x2)dx

oo 1
=3-2=1
0

= (32? — 22%)
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Fir die dazugehorige Verteilungsfunktion gilt

322 — 223, O<ax<1
F(xz) =<0, z <0
1, x> 1.

Ferner ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ZV X Werte zwischen 0,5 und 1 an-
nimmt gegeben durch

P0,5<X<1)= ; f(z)dx = F(x)

Bemerkung 7.4.3: Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsgrofie X mit der
Dichte f ist gegeben durch

E(X) = /Zx . f(2) da.

7.4.1 Die Exponentialverteilung

Bemerkung 7.4.5: Die Exponentialverteilung stellt eine der bekanntesten und
wichtigsten Lebensdauerverteilungen dar. Sie ist ein Spezialfall verschiedener an-
derer Lebensdauerverteilungen, wie zum Beispiel der Weibullverteilung. Aufler-
dem lassen sich sich unter der Annahme des Exponentialmodells verhéltnisméaBig
leicht statistische Verfahren entwickeln.
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30

25

20

15

Exp(0.5)
— EXp(1)
= — Exp(2)
— Exp(3)

1.0

0.0
I

Abbildung 7.5: Dichtefunktionen von exponentialverteilten Zufallsgroflen mit un-
terschiedlichen Parametern

7.4.2 Die Normalverteilung

Die Normalverteilung ist die wichtigste stetige Verteilung. Die Dichtefunktion
ist glockenformig. Diese Verteilung wurde eingefithrt durch den franzosischem
Mathematiker de Moivre (1667-1754), um Wahrscheinlichkeiten, die im Zusam-
menhang mit der Binomialverteilung stehen, zu approximieren. Carl Friedrich
Gauf (1777-1855) und Laplace (1749-1827) entdeckten, dass das Verhalten von
zufilligen Messfehlern durch eine Glockenkurve beschrieben werden kann.

Es liegt nahe, die Normalverteilung dann als Modell fir die Verteilung einer
ZV zu wéhlen, wenn das Histogramm der entsprechenden Beobachtungen eine
glockenformige Gestalt aufweist.

Dariiber hinaus spielt die Normalverteilung als Grenzverteilung bei groflem Stich-
probenumfang eine wichtige Rolle.

Eine ZV X ist normalverteilt mit den Parametern g und o2, pu €
R, 02 € RT, wenn die Dichte die Gestalt

f(z) = = eXP<—M> xr €R

V2T o 202

besitzt.

Bemerkung 7.4.6: Wir schreiben: N(u,0?) wobei u der sogenannte Erwar-
tungswert, o die sogenannte Standardabweichung und o? die sogenannte
Varianz ist. Bei einer Sammlung von N Stichproben der Zufallsverteilung X
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Dichten von Normalverteilungen Verteilungsfunktionen von Normalverteilungen

04

0.3

— NV(O,1)
-- NV(2,1)
NV(0,4)

fx)
0.2

— NV(O,1)
~ So- NV
NVO4)| -

0.1

0.0
I

Abbildung 7.6: Dichten und Verteilungsfunktionen verschiedener NV

mit den Werten z; lasst sich Erwartungswert, Standardabweichung und Varianz
bestimmen durch

(7.4.2)

(7.4.3)

wobei die Varianz einfach das Quadrat der Standardabweichung ist.

Bemerkung 7.4.7: Die Verteilung mit den Parametern = 0 und o2 = 1 heifit
Standardnormalverteilung. Es gilt die Transformationsformel:

—

X
X ~N(p,0%) & Y = ~ N(0,1).

Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung wird i. A. mit ® bezeich-
net.

Bemerkung 7.4.8 (Berechnung der Normalverteilung): In den meisten
Tafelwerken gibt es Tabellen (siehe bspw. Abb. 7.7) zur Berechnung der
Standardnormalverteilung, d.h. die Werte der Funktion & sind vertafelt. Wenn
X ~ N(u,0?), dann berechnet man

F(x):P(ng)zcb(x_’“‘).

o
Die Tabelle mit den Werten der Standardnormalverteilung ist in Abb. 7.7 zu
sehen.

Beispiel 7.4.9: Sei X ~ N(1,4), dann ist

P(X<2) =9 (2;1> = ®(0,5) = 0.6915
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0.00 0.01 0.02 0.03 | 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0.1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 0.5636 05675 05714 05753
0.2 05793 05832 05871 05910 0.5948 05987 06026 06064 06103 06141
03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0.4 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 0.6844 06879
0.5 06915 06950 06%85 07019 07034 07088 07123 07157 07190 07224
06 07257 07291 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07517 07549
0.7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 0.7852
0.8 07881 07910 07939 07967 07995 08023 06051 08076 08106 08133
09 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 08389
1.0 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 08621
1.1 08643 08665 08686 08708 08729 08749 08770 058790 08810 08830
12 08849 08869 08383 08907 08925 08944 08962 08980 08997 09015
13 09032 09049 09066 0.9082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 059279 09292 09306 09319
15 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 09441
16 09452 09463 059474 09484 03495 09505 09515 09525 09535 09545
1.7 09554 09564 09573 09582 09591 09599 09608 09616 09625 09633
18 059641 09649 09656 09664 0.9671 09678 0.9686 09693 0.9699 09706
19 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
20 059772 09778 09783 09788 09793 09798 0.9803 09808 09812 09817
21 09821 09826 09330 09834 09838 09842 0059646 09850 09854 09857
22 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09831 09884 09887 09890
23 09893 0989 09898 09901 09904 09906 09909 09911 09913 09916
24 099518 09920 099%22 09925 09927 09929 059931 09932 09934 09936
25 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952
26 09953 09955 09956 09957 09959 0990 09961 09962 09963 09964
27 0995 0996 099%7 09968 09969 09970 009971 09972 09973 09974
28 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 09980 09981
29 05981 09982 09982 09983 09984 09984 09985 09985 0.9986 0.9986
3.0 09987 09987 09%7 09988 09988 09989 009989 09989 0.9990 09990
3.1 09990 09991 09991 09991 09992 09992 09992 09992 09993 09993
3.2 09993 09993 09994 09994 09994 09994 059994 09995 09995 09995
3.3 09995 09995 09995 09936 09996 09996 09996 09996 09996 0.9997
3.4 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 0.9998
3.5 09598 09998 09998 09998 09998 09998 009998 09998 09993 09998
36 059598 09938 09999 09999 0.9999 09999 0.9999 09999 0.9999 0.9999

Abbildung 7.7: Werte der Standardnormalverteilung ®

7.4.3 Gemeinsame Zufallsverteilung

Bisher haben wir eindimensionale Zufallsverteilungen (ZV) betrachtet. Eine zwei-
dimensionale ZV (X, Y') besteht aus einem Paar von zwei eindimensionalen ZV X
und Y. In vielen Féllen besteht ein Zusammenhang zwischen diesen Gréflen, bei-
spielsweise, wenn X fiir die Kérperhohe und Y fiir das Gewicht einer bestimmten
Grundgesamtheit von Personen steht. Um solche Zusammenhénge zu beschrei-
ben, bendtigt man den Begriff der gemeinsamen Verteilung von (X,Y) (joint
distribution):

Bemerkung 7.4.10: Seien X und Y diskrete ZV mit den Werten z7, x3, . .. bzw.
Yl Y5, ..., dann ist die gemeinsame Verteilung von (X,Y’) gegeben durch

P(X = w;f,Y =yr) = p(w;‘,yfn)
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Kapitel 7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Diese Definition bedeutet: p(z},yy,) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X den
Wert z7 und Y den Wert y;,, annimmt. Héufig schreibt man auch kurz p(x;f, yr) =
Djm- Es gilt:

o)

o> plal,yy) =1 und p(z},y;) >0 fir alle j und m.
=1

m=1

Bemerkung 7.4.12: Fiir die Randwahrscheinlichkeiten findet man auch die Be-
zeichnungen p;. und p.,, bzw. p;; und p,.

Bemerkung 7.4.14: Diese Definition bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass (X,Y) einen Wert in dem Rechteck [a, b] X [¢, d] annimmt, ist gegeben durch

Dieses Integral gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass X einen Wert in [a, b]
und Y einen Wert in [c, d] annimmt.

Da es sich um eine Dichtefunktion handelt, gilt wieder(vgl. G1.(7.4.1)):

/_o:o /_o:o f(z,y)dydz = 1.
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Bemerkung 7.4.16: Die ZV X und Y sind stochastisch unabhingig, wenn
fir die Dichten gilt:

Den Zusammenhang zwischen zwei ZV X und Y kann man durch die Kovarianz
und die Korrelation beschreiben:

Zweidimensionale Normalverteilung

\ |

Abbildung 7.8: Dichte einer zweidimensionalen Normalverteilung
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Kapitel 7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Analog zur eindimensionalen Gaussfunktion kénnen wir fiir die zweidimen-

ol

Beispiel 7.4.17: Gegeben seien zwei Datensdtze mit N = 3 Stichproben

sionale Gaussverteilung schreiben:

X
Y

E(X)
E(Y)

X
Y

E(X)
EY)

1 1
27T|Exy| P 2

p(r,y) =

Messung x | 0 1 2
5

Messung y | -1

N

Die Erwartungswerte E, und FE, und Varianzen o2 und O'Z lassen sich einfach
wie im eindimensionalen bestimmen (vgl. GL.(7.4.2) und (7.4.3)). Also p, = 1,
py =3, 02 =1und o) = 2. Jetat lasst sich die zentrierte Datenmatrix leicht

bestimmen

0—pe —1—py -1 -2
M=1|1-pu, %—,uy =10 -1
2— e 5—py, 11

und die Kovarianz laesst sich einfach daraus ableiten

-1 0

1 1
S=— —M' M=
N -1 2(
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7.4 Stetige Zufallsvariablen und Verteilungen

Jetzt lasst sich die zweidimensionale Gaussverteilung angeben als

T
1 1] |z Jus B T o
p(r,y) = o 5P 72 - B -
Yy Hy Y Hy
eingesetzt mit den bestimmten Werten:
T —1
(z,9) 1 1| |z 1 1 3 x 1
p(r,y) = s—5exp{ —5 - -
2T 2\l BB\l b

Definition 7.4.18: Die Korrelation (Korrelationskoeffizient,
correlation) wird durch

o= Cov(X,Y)
\/Var(X) Var(Y)

festgelegt.

Bemerkung 7.4.19: Gilt fir X und Y o = 0, so nennen wir sie unkorreliert.
Wenn X und Y (stochastisch) unabhéngig sind, dann gilt: o = 0. Die Umkehrung
gilt nicht!

Bemerkung 7.4.20: Die Korrelation besitzt folgende Eigenschaften:
1. -1 <p< 1.
2. Wenn Y = aX + b, d.h. Y hangt linear von X ab, dann gilt

1 a>0
0= .
-1 a<0

Das bedeutet, dass ¢ ein Maf fiir die lineare Abhangigkeit von X und
Y ist.

3. Cou(X,Y)=Cou(Y,X)=vxy =vyx, Cov(X,X)=VarX =uv,.
4. Fir U = a1 X + by und V = aY + by gilt
Cov(U,V) = a1a2Cov(X,Y)

und

oxy  ajaz >0
Quv =
—oxy  aiaz <0
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5. Var(aX +bY) = a*Var(X) + v*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

Hieraus ergeben sich weitere Regeln fiir das Rechnen mit Erwartungswerten und
Varianzen:

Wenn X und Y unkorreliert sind, dann gilt

E(X,Y) = E(X)E(Y)
Var(X +Y)=Var(X) + Var(Y)

Bemerkung 7.4.21: Die nichtverschwindende Korrelation zwischen zwei Zu-
fallsvariablen hat die Konsequenz, dass wenn man eine der beiden Zufallsvariablen
festhélt (also statt einer stetigen Verteilung X einen Wert z; “auswéhlt”), dann
fallt die zweidimensionale Gaussfunktion auf eine einzelne Dimension zusammen.
Man kann dies als “Schnitt” durch die 2D-Funktion p(x,y) betrachten und erhal-
ten eine Funktion p(y) an der Stelle z = x;, was man im Allgemeinen als

p(ylr = ;)

aufschreibt. Lies: “Die Wahrscheinlichkeit der Verteilung Y gegeben z;”.

Beispiel 7.4.22: Wir nehmen das Ergebnis aus 7.4.17 und fragen nun danach,
was passiert wenn wir den Wert = 3 festhalten. Wir nehmen hier natiirlich an,
dass unsere Daten die ganze Wirklichkeit festhalten, was in der Natur mit drei
MefBwerten nicht der Realitdt entspricht. Jedoch soll uns das fiir diesen Beispiel
geniigen. Unsere zweidimensionale Gaussfunktion ist nun nur noch eindimensio-
nal.

T -1
(] 3) 2 11(13 1 1 3 3 1
plyle =3) = —expq—3 - -
)l b oe) )L
_ -T -
2 1] 2 s IR 2
o3P T2 3 4 3
" Yy—3] [ 5] ¥V—3
2 1] 2 26— 4 (y—3)
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7.4 Stetige Zufallsvariablen und Verteilungen

Jetzt haben wir eine quadratische Form im Exponenten unserer nun eindimensio-
nalen Funktion stehen und missen diese wieder in die tibliche Form bringen(also
zweite binomische Formel). Wir substituieren zunéchst z = y — 2 um uns das
Leben leichter zu machen. Dann nehmen wir eine quadratische Ergdnzung vor.

2 1 4
plylr =3) = 3, CXP {—5 {52 — 16z + 522]}

- Lo Afteored)

Nach dem Potenzgesetz ziehen wir die nicht zur iiblichen Form der Gaussfunktion
gehorenden Anteile heraus. Dann wird zuriicksubstituiert.

2e2 174

-l 1639
<

Jetzt konnen wir den neuen Erwartungswert p,, und Varianz vy, der Verteilung
p(y|z = 3) ablesen, der zu erwarten ist, wenn x = 3 vorher festgelegt worden ist.
Also piy, = 12—5 und oy, = %

7.4.4 Die stetige Gleichverteilung
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Anhang A

Summe der natirlichen Zahlen

Wir betrachten die Summe der natiirlichen Zahlen. Es gilt

. n-(n+1)
1+2+4... =y i=——"
Tet.n=2 0 5

Diese Summenformel wird auch als kleiner Satz von Gaufl bezeichnet. Wir zeigen
nun, wie er darauf kam. Zunéachst schrieb er die Summe zweimal auf und zwar in
der Form

142+...+(n—-1)+n=> 1
=1

n+n—1)+...+24+1=> 1

i=1

Summenbildung der beiden Gleichungen fithrt zu

2§njz':(n+1)+(n—1)+...+(n+1)+(n+1)

n—mal

— 2> i=n-(n+1)
i=1
" n-(n+1)
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Anhang B

Regel von L'Hospital

Mit Hilfe der Reihendarstellungen der Funktionen lassen sich Grenzwerte wie zum
Beispiel
lim sin(x)

z—0 x

relativ leicht berechnen. Ein weiteres Hilfsmittel fiir solche Aufgaben stellt die
Regel von L’Hopital dar, welche wir uns im Folgenden etwas genauer anschauen
werden.

Satz B.0.24: Seien f,g : (a;b) — R zwei differenzierbare Funktionen mit
f(zo) = g(xo) = 0 fiir 9 € (a,b). Existiert der Grenzwert

lim f(@)

=5 7o)

so exististiert auch der Grenzwert

Jim ()

f(z)
g

und insbesondere gilt
!/
lim 7f(x) = lim (@)
=% g(z) % g (2)

Schauen wir uns dazu einige Beispiele an.

Beispiel B.0.25:

i sin(x) 5 cos(x) _ cos(0) _q
z—0 z—0 1 1
Beispiel B.0.26:
lim cos(z) — 1 _ pig 5D x) i = cos(z)
xz—0 x2 z—0 2% x—0 2
_ —cos(0) 1
22
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Anhang B Regel von L’Hospital

Satz B.0.27: Seien f,g : (a;b) — R zwei differenzierbare Funktionen mit

lim f(z) =00 und lim g(z) = oo.
z—at z—at

Existiert der Grenzwert )
f'(z)

z—at g, (x) ’

so exististiert auch der Grenzwert

im M
a:1~>a+ g(l’)

und insbesondere gilt
!/
lim 7f(a:) = lim ()
z—at g ZC) z—at g/(x)

Beispiel B.0.28:

1 1
lim z-In(z) = lim n(lx) = lim —%
z—07t T—0+ < z—0+ -3
= l' —_— =
gm0 =0

Bemerkung B.0.29: Wie wir gesehen haben ist es manchmal sinnvoll, die Re-
gel von L “"Hospital wiederholt anzuwenden. Auflerdem kann die Regel durch die
Transformation x — 1/x auch auf Grenzwertuntersuchungen fir z — oo iber-
tragen werden.

Beispiel B.0.30:

lim — = lim — =0
r—00 T r—00 T
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Anhang C

Ableitung der Umkehrfunktion

Satz C.0.31: Sei f auf (a,b) eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion und
f~1 die dazugehorige Umkehrfunktion. Dann gilt

(F (@) = f,gm)u_fl@

Beispiel C.0.32: Sei f: R — R mit f(z) = ”. Somit ist z = f~(y) = In(y)
und wegen f’(z) = e ergibt sich folglich

1 1 1

-1 r_ _ _ -
W) = Zle=mw) = Ty = 5
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Anhang D

Vektoraume

Bislang sind wir vorwiegend mit dem Vektorraum R"™ und insbesondere R? und R?
in Beriihrung gekommen. Im Folgenden wollen wir uns die allgemeine Definition
eines Vektorraums anschauen.

Definition D.0.33: Ein reeller Vektorraum ist eine Menge V' mit einer Addition
“+4“ und einer skalaren Multiplikation “-“, so dass folgende Eigenschaften erfiillt
sind

i) Fird,be V,AeRistGa+beV und \-G€ V.

ii) Es gelten die ,gebrduchlichen Rechenregeln, d.h. das Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetz. Auflerdem existieren ein neutrales und
inverses Element beziiglich der Addition.

Die Elemente von V heiflen Vektoren.

Beispiel D.0.34: Neben dem Standardbeispiel des R™ bilden auch die folgenden
Mengen reelle Vektorraume.

a) Die Menge der komplexen Zahlen bildet einen reellen Vektorraum.

b) Die Menge der (reellen) Polynome bildet einen reellen Vektorraum. Die
Vektoren sind hier also Funktionen!

x
c) Die Menge V; = | z € Ry C R? bildet einen rellen Vektorraum.

x
Im Gegensatz dazu bildet die Menge V5 = | 2 € R} C R? keinen
2

Vektorraum, da

1 0 1 0 1
€V, und €V, |, aber + = ¢ V.
2 2 2 2 4
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Beispiel D.0.36: Im Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 ist eine Basis
gegeben durch {1,z, z?}.

Beispiel D.0.38: Im Vektorraum R? ist neben dem Standardskalarprodukt bei-
spielsweise auch ein Skalarprodukt gegeben durch (v, @) = ¢ - A - @, wobei

A:

11
12|

Beispiel D.0.39: Im Vektorraum V = C([—m, 7)) = {f | f : [-7, 7] — R stetig}
ist ein Skalarprodukt gegeben durch

(.0 = [ fla) - 9wz

In diesem Raum sind zum Beispiel die Funktionen f(z) = 1 und g(x) = sin(z)
orthogonal, da

T cos(m) — cos(—m) = —1 — (=1) = 0.

—T

(f,9) = /_7; 1 -sin(x) dz = cos(z)
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