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1. Einleitung

Zur Beschreibung natirlich vorkommender Vielteilchensysteme (z.B. in Festkérpern)
sind haufig Modelle notwendig, weil die zu groffe Anzahl an Teilchen die Berechnung
vieler Groen unmoglich macht. So beschéftigt sich die statistische Mechanik damit,
die Problemstellung auf ein Niveau zu vereinfachen, damit man die gefundenen
Losungen auch in einer realistischen Zeit berechnen kann.

Das Ising-Modell ist ein solches Modell der statistischen Mechanik und wurde
anfangs zur Beschreibung des Ferromagnetismus in Gitterstrukturen benutzt. Die
Idee des Modells stammte urspriinglich von Ernst Isings Doktorvater Wilhelm
Lenz, wirklich erforscht wurde es erst durch Ising selbst. Das Ising-Modell kann
man als Spezialfall des n-Vektor-Modells auffassen, das aus einem regelméafigem
Teilchengitter der Dimension d besteht. Jedem Teilchen aus diesem Gitter wird ein
n-dimensionaler Spinvektor zugewiesen. Ising betrachtete in seiner Doktorarbeit
von 1924 [4] ein vereinfachtes eindimensionales Gitter und lie§ auch nur zwei
verschiedene Spin-Werte zu. Anschaulich gesprochen behandelte er in seiner Arbeit
eine Kette von Teilchen, die jeweils einen Spin von +1 haben. Dabei stellte er
fest, dass in diesem Spezialfall kein Phasentibergang zwischen der para- und der
ferromagnetischen Phase auftritt. Das folgende Experiment erklart, was mit einem
solchen Phaseniibergang gemeint ist.

Beispiel 1.1. Wir nehmen uns einen Fisenstab, der im Grundzustand kein eigenes
Magnetfeld besitzt. Diesen Stab setzen wir nun einem Magnetfeld aus. Entfernen
wir dieses nach einiger Zeit wieder, stellen wir fest, dass der Fisenstab jetzt ein
eigenes Magnetfeld besitzt.

Dieser Fisenstab zeigte nun — ohne ein extern anliegendes Magnetfeld — zwei
verschiedene Zustinde. Zum einen den Grundzustand ohne eigenes Magnetfeld und
zum anderen den Endzustand mit eigenem Magnetfeld. Dieses Auftreten der zwei
verschiedenen Zustinde bei gleichen Bedingungen nennt man einen Phasentiibergang.

Das Fehlen eines Phasentibergangs beim eindimensionalen Ising-Modell fithrte Ising
zu der Vermutung, dass in zwei- und dreidimensionalen Gittern ebenfalls keine Pha-
sentibergidnge auftreten. Im Jahre 1944 widerlegte Lars Onsager diese Behauptung,
indem er den zweidimensionalen Fall ohne extern angelegtes Magnetfeld analytisch
l6ste und einen Phaseniibergang feststellte.

Jedoch kann das Ising-Modell nicht nur das ferromagnetische Verhalten auf einem
Gitter beschreiben, sondern noch viele andere binare Probleme, bei denen Knoten
genau zwei Werte annehmen kénnen. So ist zum Beispiel das Gittergas-Modell, wel-
ches die beiden Werte 0(,,nicht belegt) und 1(,belegt*) annimmt, dquivalent zum



Ising-Modell. Aulerdem wird an der Konstruktion von kohérenten Ising-Maschinen
geforscht, die die wahrscheinlichste Ausrichtung der Spins (realisiert durch optische
Phasen) in einem Gitter experimentell ermitteln. Diese Vorgehensweise hat den
groflen Vorteil, dass keine Zeit fiir Berechnungen aufgewendet werden muss, da man
die ,,Losung® einfach messen kann. Genauer kann diese Entwicklung im Artikel von
Yamamoto [8] nachgelesen werden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Ausblick auf eine mogliche Herangehensweise zu
bieten, die es erlaubt verallgemeinerte Aussagen tiber das Ising-Modell fiir beliebige
Dimensionen d zu erhalten. Am Ende werden wir ein Phasendiagramm aufstellen,
das uns hilft das Verhalten des Ising-Modells zu visualisieren. So werden wir in
Kapitel 2 und 3 erst alle notigen Definitionen und Konzepte zur Betrachtung des
Ising-Modells behandeln. Die dort vorgestellten wichtigen Grofilen ,,Druck® und
,2Magnetisierung“ berechne ich in Kapitel 4 beispielhaft fiir das eindimensionale
Ising-Modell. In Kapitel 5 werden wir prazise definieren, was ein Gibbs-Zustand
ist und welche interessanten Eigenschaften er besitzt. Unter anderem erfiillt ein
Gibbs-Zustand einige Korrelationsungleichungen, die bei den Beweisen im letzten
Kapitel ,,Phasendiagramm des Ising-Modells“ eine zentrale Rolle spielen werden.
Die Hauptquelle dieser Arbeit ist das Buch ,Statistical Mechanics of Lattice Sys-
tems: a Concrete Mathematical Introduction” von Y. Velenik und S. Friedli [3]. Viele
Definitionen, Notationen und Séatze, unter anderem auch das Ziel dieser Arbeit, sind
daraus entnommen worden. Eine erwihnenswerte Quelle ist auch das Buch ,,Exactly
solved models in statistical mechanics“ von R. J. Baxter [1], worin eine verstandli-
che und doch priagnante Einfithrung in das Fachgebiet der statistischen Mechanik
gegeben wird. Zudem half das Skript ,,Mathematische Statistische Mechanik* von
Matthias Lowe [5] bei Ubersetzungsproblemen weiter.



2. Grundlagen des Ising-Modells

2.1. Die Physik hinter dem Modell

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem physikalischen Hintergrund des Ising-
Modells beschéftigen. Dies ist vorrangig zur Motivation und Orientierung gedacht
und nicht zwingend notwendig zum Verstandnis der theoretischen Betrachtungen
in den folgenden Kapiteln.

Dazu machen wir ein kleines Gedankenexperiment: Wir stellen uns ein Gitter vor,
an dessen Knotenpunkten jeweils ein Teilchen mit einem magnetischen Moment
sitzt. Dieses magnetische Moment nennen wir den Spin eines Teilchens, den wir
uns vereinfacht als einen kleinen Magneten an jedem Teilchen vorstellen konnen.
Um die Idee des Ising-Modells aufzugreifen, nehmen wir an, dass diese Spins sich
entweder bevorzugt in die gleiche Richtung wie die Spins der Nachbar-Teilchen
oder einem auflen angelegten Magnetfeld entsprechend orientieren. Wenn wir nun
ein externes Magnetfeld anlegen, werden sich die Spins nahezu parallel in dessen
Richtung ausrichten (sieche Abb. 2.1, 1). Wird jetzt die Starke des externen Feldes
verringert (sieche Abb. 2.1, 2) bis das Feld vollstandig abgeklungen ist, stellen wir
zwei verschiedene Verhalten fest, die in Abb. 2.1 3a und 3b dargestellt sind.

In 3a ist zu sehen (siehe Abb. 2.1), dass im ersten Fall die globale Ausrichtung
der Spins verschwindet. Anders als beim zweiten Fall (siche Abb. 2.1, 3b), denn
dort bleibt ein Teil der Ausrichtung der Spins erhalten. Ersteres bezeichnen wir
als paramagnetisches und letzteres als ferromagnetisches Verhalten. Das Pha-
nomen, dass alle Spins sich gleich ausrichten, nennen wir Magnetisierung. Falls
diese nach dem Entfernen des externen Magnetfeldes teilweise erhalten bleibt,
wird sie auch spontane Magnetisierung genannt. Dieses Phanomen wollen wir
im Laufe der Arbeit weiter untersuchen und insbesondere erklaren unter welchen
Voraussetzungen es auftritt. In den folgenden Abschnitten werden wir uns von der
Anschauung 16sen und uns die notwendigen mathematischen Grundlagen herleiten.
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Abbildung 2.1.: Darstellung eines Gitters aus Teilchen mit magnetischem Moment und ei-
nem extern angelegten magnetischen Feld (groBer Pfeil im Hintergrund),
Abbildung abgewandelt aus [3, S.36]

2.2. Herleitung der Energie-Funktion und des
dazugehorigen Malles

Wir betrachten ein quadratisches, regelméfBiges Gitter. Sei das Tupel G = (A, &)
ein endlicher, ungerichteter’ Graph und d € N eine beliebige Dimension. Dabei ist A
die Menge der Knoten (eine Teilmenge von Z<), wie zum Beispiel {1,---, n}d, und &
die Menge der Kanten, die nur die Verbindungen zwischen den nachsten Nachbarn
enthalt (siche Abb. 2.2).

Eine zusatzliche Einschrankung des Ising-Modells ist, dass es an jedem Knoten nur
zwei verschiedene Zustande fiir Spins zulésst, entweder +1 oder —1 bzw. ,,hoch“
oder ,runter®. Im Folgenden wird der Spin an dem Knoten i mit w; benannt, dabei
ist ein Knoten i = (iy,++,i4) ein Tupel aus Z?. Ein ganzes Gitter bestehend aus
Knoten mit dazugehorigen Spins nennen wir eine Konfiguration w, die aus dem
Raum aller méglichen Konfigurationen €2, kommt.

Definition 2.1. Der Raum aller Konfigurationen in A wird definiert als:

Qp = {+1,-1}*. (2.1)

'Ein ungerichteter Graph besitzt nur Kanten, die keine Richtung aufweisen. So kann man von
einem Knoten A zu einem Knoten B kommen und auch andersherum, solange diese durch eine
Kante verbunden sind.
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Abbildung 2.2.: Graph eines Ising-Modells von der Menge A (grau) und dessen Nachbarn,
Abbildung abgewandelt aus [3, S.82, Fig. 3.2]

Damit wir spater jeder Konfiguration eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuweisen
konnen, leiten wir uns eine Energie-Funktion her, von der die Wahrscheinlichkeit
abhéngen wird. Um eine Aussage tiber die Energie einer Konfiguration treffen
zu konnen, legen wir zuerst fest, welche Interaktionen zwischen den Spins einen
signifikanten Einfluss auf ihre Ausrichtung nehmen.

1. Im Ising-Modell besteht nur dann eine Interaktion zwischen den Spins, wenn

diese benachbart sind (sieche Abb. 2.2). Von den weiter entfernten Knoten wird
der Einfachheit halber angenommen, dass sie sich nicht direkt beeinflussen.

. Interaktionen zwischen benachbarten Spins begiinstigen die Ubereinstimmung
dieser Spins. Eine Interaktion zwischen zwei Knoten besteht genau dann, wenn
diese im Graphen durch eine Kante (siehe Abb. 2.2) verbunden sind. Wir
nehmen an, sobald zwei benachbarte Knoten in ihrem Spin iibereinstimmen,
nimmt die Energie des Systems ab, und andersherum. Je zwei Knoten i, j
und deren dazugehorigen Spins w;,w; tragen also die folgende Menge an
Interaktionsenergie bei:
—WiWj

. Zusétzlich kann auch noch ein externes magnetisches Feld auf das System
einwirken, sodass Spins dazu geneigt sind, ihre Spin-Richtung dem externen
Magnetfeld anzupassen. h € R bezeichne die Starke des Magnetfeldes und die
Interaktion des Feldes mit den Spin an dem Knoten 7 betragt:

- hwi



Damit ergibt sich die Energie des Systems durch die Summe der Interaktionen
zwischen zwei benachbarten Spins (vgl. 2.) und der Interaktion vom externen
Magnetfeld mit jedem einzelnen Spin (vgl. 3.). Die (Hamilton-)Funktion fur die
Energie sieht deswegen folgendermaflen aus:

T n(w) = - Z wiw; — h Zwi (2.2)
i,ng 1N
inj

dabei sind 7 und j durch eine Kante verbunden bzw. benachbart, wenn wir ¢ ~ j
schreiben. Auflerdem sei das dazugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl (auch Gibbs-
Maf} genannt), das jeder Konfiguration eine Wahrscheinlichkeit zuweist, gegeben

durch
e BHn,n(w)

fin,gp(w) = , (2.3)

Zygph
wobei /3 € Ry die inverse Temperatur und Zy g = Ycq, € 7744 die dazugehdrige
Zustandssumme? angibt.

Wir konnen beobachten, dass je kleiner die Energie eines Zustands ist, desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses bestimmten Zustands und
umgekehrt.

Bemerkung 2.2. Eine weitere wichtige Beobachtung ist, dass die Energie-Funktion
A fiir h =0 invariant unter einem globalen Spin-Flip (bzw. dem Umdrehen der
Orientierung jedes Spins in w) ist:

%\,0(_90) =~ Z (_W)i (_W)j == Z Wij = %\,O(W)
i,jeA i,jeA
i~y i~j

Daraus folgt die gleiche Symmetrie-Eigenschaft fir das Gibbs-Mafs:

papgn(w) = pa g n(-w)

2.3. Die Gibbs-Verteilung auf endlichen Volumen

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe des Gibbs-Mafles die zugehorige Gibbs-
Verteilung definieren. Bevor wir uns dieser Definition widmen konnen, miissen wir
die Eigenschaft zweier Knoten, benachbart zu sein, definieren:

o def L.
i~jedj-il =1,

?Die Zustandssumme ist eine reelle Zahl und sichert die Normiertheit des Wahrscheinlichkeits-
mafes.



dabei ist die 1-Norm definiert durch |z|, Chiyd |zx|, auBerdem gilt ¢, j € A und ab

sofort bezeichnen wir die Knoten 7 und j als benachbart, wenn wir ¢ ~ j schreiben.
AuBlerdem werden wir noch verschiedene Randbedingungen einfiihren. Wie es der
Name schon vermuten lasst, werden bei den Randbedingungen jene Spins betrachtet,
die sich am Rand bzw. auflerhalb unserer endlichen Menge A, auch Volumen
genannt, befinden. Jedoch ist es wichtig, diese Randbedingungen zu unterscheiden,
da sie trotzdem mit den Spins in A interagieren und somit die Wahrscheinlichkeit
der Konfiguration verdndern. Man unterscheidet im Allgemeinen drei verschiedene
Arten von Randbedingungen: freie, periodische oder feste Randbedingungen.

Um die drei Arten unterscheiden zu kénnen, wird ein oberer Index entsprechend
der jeweiligen Randbedingung gewéhlt; @ fiir freie, per fiir periodische und 7 fiir
feste Randbedingungen, wobei 7 fiir die Konfiguration der umgebenden Spins
steht. Falls stattdessen ein # eingesetzt wurde, ist eine beliebige Randbedingung
gemeint.

AufBlerdem bezeichnet der Ausdruck A € Z? eine beliebige endliche Teilmenge A aus
VA

Endliche Volumen mit freier Randbedingung.

Die Konfigurationen des Ising-Modells auf einem Volumen A € Z¢ mit freier Rand-
bedingung sind Elemente der Menge

OF €0, = {+1,-1)0.

Folglich besitzt eine Konfiguration w € Q, die Form w = (w;);,. Die grundle-

gende Zufallsvariable ist der Spin an einem Knoten i € A, der definiert ist als
. def

0; Q> {+1,-1} mit 0;(w) = w;.

Bemerkung 2.3. Die Zufallsvariable o; wird in den ersten Kapiteln oft nicht

ausgeschrieben, da sie implizit in der Definition des Spins w; enthalten ist. Erst in

Kapitel 5 und 6 werden wir wieder vermehrt auf die Zufallsvariable o; zurickgreifen.

In den néchsten Definitionen werden wir die Menge aller Kanten zwischen je zwei
benachbarten Knoten in A brauchen. Diese bezeichnen wir als Kantenmenge und
definieren diese mit

@ def .o . .
&y = {{ijy e Avi~ g}
Die Funktion /7%, , (w) weist jeder Konfiguration w € 4 eine bestimmte Energie
zu. Diese ist definiert als

W) E =Y oi(w)oi(w) ~h Y oy(w),

{i.j}e&y teh

3Das ,def* iiber einem Aquivalenzpfeil oder einem Gleichheitszeichen, definiert diese GroBe
erstmalig.



wobei h € R die Stérke des externen Magnetfeldes bezeichnet. Wenn wir von der
freien Randbedingung ausgehen, so wird angenommen, dass die Spins innerhalb
von A nicht mit den &ufleren interagieren, also in dem Sinne frei sind.

Definition 2.4. Die Gibbs-Verteilung des Ising-Modells auf A mit freier Rand-
bedingung ist eine Verteilung auf 0y mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf

y e BHnn ()
KA Bk (W)= —F——

Zapn
wobei B € Ryg die inverse Temperatur und h € R die Stirke des externen Magnetfel-
des angibt. Dabei ist
€. —D. # w
A
weQA

die Zustandssumme in A bei einer freien Randbedingung, die fir die Normierung®
des Mafles sorgt. Die Zustandssumme besitzt die gleiche Eigenschaft auch fir die
tibrigen Randbedingungen.

Endliche Volumen mit periodischer Randbedingung.

Wie bei der freien Randbedingung sind die Konfigurationen des Ising-Modells mit
periodischer Randbedingung Elemente der Menge

Q?\i\j = Qay = {+17 _1}AN )

dabei ist Z? 3 Ay & {0,1,---, N - 1}d der Torus mit Periodizitat N. Wenn wir
eine periodische Randbedingung annehmen, so ist gemeint, dass die Spins, wie auf
einem Torus, iiber alle Rdnder hinweg miteinander interagieren. Eine Konfiguration
w €y besitzt die Form w = (w;) ey, -

Die Kantenmenge der periodischen Randbedingung ist definiert durch

(fgg/{)f;r dgf g[i\r v {{Za.]} c AN | Alk e {Lad} : (Zk‘ _jk’ =+l mod N) A (Vlik H :jl)}

Die Funktion /)" (w) weist jeder Konfiguration w € Q,, eine bestimmte Energie
zu. Mit dem Parameter h ist diese definiert als

A (W) E - Y o(w)oi(w) - R Y ouw),

{i.d}ecy ieh

. %]
4Es gilt also Zweﬂf ﬂA,ﬁyh(w) =1.




Definition 2.5. Die Gibbs-Verteilung des Ising-Modells auf A mit periodischer
Randbedingung und den Parametern 3 und h ist eine Verteilung auf 2y, mit
dem Wahrscheinlichkeitsmafs

o BAE @)

per
10 w) =
A,B,h( ) ZA’W1

Dabei bezeichnet .
per  def -BAT, (w)
ZAN:ﬁJL - Z € At
wEQAN

die Zustandssumme in Ay bei einer periodischen Randbedingung.

Endliche Volumen mit fester Randbedingung.

Bei dem Ising-Modell mit fester Randbedingung verfolgen wir einen etwas anderen
Ansatz. Wir betrachten die Konfigurationen auf ganz Qya = {+1, —1}Zd (oder kurz
). Wenn wir die feste Randbedingung verwenden, interagieren die Spins innerhalb
von A mit den fixierten Spins auflerhalb von A. Somit sind die Konfigurationen
des Ising-Modells, mit einem Volumen A @ Z¢ und einer festen Randbedingung 7,

Elemente der Menge
D ={weQ|w=n;,VigA}.

n ist hierbei eine Konfiguration aus €2, jedoch ist 2 nur von den Spins von 7
auflerhalb von A abhéngig.
Weiterhin sei die Kantenmenge der festen Randbedingung definiert durch

EVE Y ULy lieNjEAing).

Bemerkung 2.6. Die Kantenmenge &L hat nicht den oberen Index 1, weil diese
nicht von der Konfiguration n abhdngt, dennoch wollen wir die Kantenmenge
mit festen Randbedingungen von den anderen unterscheiden und tibernehmen die
Schreibweise mit t als Symbol fiir eine feste Randbedingunyg.

Die Funktion J¢)", (w) weist jeder Konfiguration w € Q} eine bestimmte Energie
zu. Mit dem Parameter h ist diese definiert als

K (W) E - Y i(w)oi(w) -k Y oi(w).

{i.d)e6} ieh

Wenn wir eine feste Randbedingung annehmen, so existieren Spins auflerhalb von
A, die mit den Spins innerhalb von A interagieren.



Definition 2.7. Die Gibbs-Verteilung des Ising-Modells auf A mit fester Rand-
bedingung und den Parametern 3 und h ist eine Verteilung auf 2y, mit dem

Wahrscheinlichkeitsmafs
BAY ), (w)

Dabei ist -
€ —6 w
Z?\ﬁh = Z &R )
weQ"

die Zustandssumme in A bei einer festen Randbedingung.

Bemerkung 2.8. Bei der festen Randbedingung gilt fir das Gibbs-Maf eine dhnli-
che Symmetrie wie in Bemerkung 2.2. Nur mit dem Unterschied, dass wir auch die
dufSere Konfiguration umkehren missen, so folgt beispielsweise:

i po(W) = iy 5o(-w)

Wir fiihren hier noch einige grundlegende Funktionen und Notationen ein.

Definition 2.9. Es sei f eine beliebige Funktion. Der Erwartungswert einer solchen
Funktion beziiglich des Gibbs-Mafles ujt . st definiert durch

(Fasn S S fE ga(w): (2.4)

LUGQA

Eine weitere wesentliche Grofle ist die Zufallsvariable der Magnetisierungsdichte

def 1
mp 0. (25)
Al %

Diese nimmt nur Werte zwischen -1 und 1 an. Fur die Extremfélle my = -1 bzw.
my = 1 miissen alle Spins in die gleiche Richtung zeigen. Solche Konfigurationen
deren Magnetisierungsdichte betragsméafig in der Ndhe der 1 liegen werden geordnet
genannt. Weiterhin wird die Magnetisierungsdichte gleich 0, wenn die Anzahl der
Spins, die den Wert 1 annehmen, gleich der Anzahl der Spins ist, die den Wert
-1 annehmen. Konfigurationen mit einer Magnetisierungsdichte nahe bei 0 werden
ungeordnet genannt.

Auflerdem fithren wir, mit Hilfe des Erwartungswerts, die folgende Grofle ein:

#

mi (8,h) « (mA)A,,B,h (2.6)

Zu guter Letzt definieren wir die Funktion des Drucks.

Definition 2.10. Der Druck in A € Z?, mit einer beliebigen Randbedingung und
den Parametern 3 und h, ist definiert durch

WX(80) % rin (23 ). (2.7)
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3. Thermodynamischer Limes

In der Stochastik gibt es Sétze wie das Gesetz der grofien Zahlen, dessen Abschét-
zung mit grofler werdender Stichprobenzahl immer genauer wird. Diesen Ansatz
konnen wir uns hier zu Nutze machen, denn wenn wir von der Gibbs-Verteilung
des Ising-Modells den Limes bilden, ist das dhnlich zu der immer gréfer werdenden
Stichprobenzahl des obigen Beispiels. Da unser Modell ein thermodynamisches
System beschreibt, bezeichnen wir den Grenzwert als thermodynamischen Limes.

Wie Styer schon in seinem Paper [7] feststellte, ist jener Limes aus der statistischen
Mechanik nicht wegzudenken, da nur mit dessen Hilfe ein Phasentibergang beschrie-
ben werden kann.

In dieser Arbeit wird das Ising-Modell auch auf ein unendliches Volumen verallge-
meinert. Um dies zu erreichen, wollen wir zunachst die Konvergenz der Mengen
A, gegen Z? betrachten. Dabei schreiben wir A,, 1 Z¢ fiir eine Folge von endlichen
Mengen A, € Z¢, die gegen Z¢ konvergiert.

Definition 3.1. Eine Folge von Mengen A, € 7% konvergiert genau dann, wenn
die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. A, ist aufsteigend: A, c A1,
2. A, fillt Z¢ aus: U A, = Z°.

n>1

Eigentlich wiirde das fir einen thermodynamischen Limes reichen, jedoch soll dieser
Limes im besten Fall unabhéangig von der Randbedingung sein. Um deren Einfluss
auf die Menge A zu tberpriifen, brauchen wir noch eine zuséatzliche Bedingung.
Dazu definieren wir die sogenannte Van Hove-Konvergenz von Mengen.

Definition 3.2. Fine Folge von Mengen A, 1 7Z¢ konvergiert im Sinne von
Van Hove genau dann, wenn

ol (3.1)

gilt, wobei O™ A, def {ieAN|3j¢A:j~i} deninneren Rand der Menge A,, bezeichnet.
Fiir eine Folge von Mengen A,,, die nach Van Hove gegen 7 konvergieren, schreiben
wir A, ) Z4.

Beispiel 3.3. Fine der einfachsten Folgen von Mengen, die diese Art von Konver-
genz erfillt, ist die Folge
B(n) dgf {_na"'7n}d' (32)

11



Beweis. Wir zeigen zunachst, dass B(n) gegen Z? konvergiert. Dazu schreiben wir
B(n+1) um:

B(n+1)={-(n+1),-n,-- n,n+1}"
= {-n,--n}0{ie B(n+1) |3k e {1, d}: |ir| =n+1}.

Daraus folgt B(n) c B(n +1).
Fiir die Konvergenz bleibt zu zeigen, dass Z? von den B(n) ausgefiillt wird. Zuerst

zeigen wir:
U B(n) c Z°.
n>1
Es gilt {—n,---,n}d cZ4, da {-n,--,n} c Z ebenfalls gilt.
Daraus folgt, dass jedes B(n) eine Teilmenge von Z¢ ist und somit ist auch U,,s; B(n)
eine Teilmenge von Z<.
Wir zeigen nun

U B(n) >z

n>1
Sei 1 € Z% beliebig. Sei iy, der betragsmafig grofite Eintrag in 7. Es folgt, dass
i € B(imax) gilt. Somit haben wir fiir ein beliebiges i ein B(n) gefunden, sodass ¢
darin enthalten ist. Damit wurde gezeigt, dass die Folge B(n) gegen Z? konvergiert.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Folge auch im Sinne von Van Hove konvergiert,
das heif}t, wir mussen zeigen, dass die Gleichung (3.1) gilt.

Wir berechnen zunichst [B(n)| = (2n +1)% und

0™ B(n)| = [B(n)\B(n-1)| = (2n+1)? - (2n - 1)"

d-1

=(2n+1-(2n-1)) ZO (2n+1) (2n-1)""
- 2%(2% D' (2n-1)" (d; 1) <2(4n)"". (3.3)

Wir benutzen nun die Abschitzung (3.3) und (Zn}—l)d < (2111)‘“ um die Van Hove-

Konvergenz nachzuweisen:

OmB(n)] _[0mB(n)| 2(4n)"" _ 24 e
|B(n)| (2n+1)" " (2n)° n ‘

12



3.1. Druck im thermodynamischen Limes

In diesem Kapitel wollen wir uns genauer mit den Eigenschaften des Drucks be-
schéftigen. Wir werden zeigen, dass diese beiden Grofien im thermodynamischen
Limes einen eindeutigen Grenzwert besitzen und sogar unabhéngig von der vorherr-
schenden Randbedingung sind.

Lemma 3.4. Die Energie-Funktion e%’jx#h(w) ist affin beziglich h.

Beweis. Wir benutzen die Definition von ‘%”j\#h (w) und schreiben:

A oy @) == > 0i(w)oi(w) = (ahy + (1-a) hy) Y. o3(w)

{i,j}egf ieA
= - Z oi(w)o;(w) — ahy Zai(w)
{igyecy ieA
-(1-a) ) Ui(w)aj(w)—(l—a)hzz:ai(w)
{ig)esy el

= (— Z oi(w)oj(w) - Zai(w)

{ijyesy ieh

+(1a)( Y oi(w)oj(w) —h Y oi(w)

{ijyesy e

= adty, (W) + (1= a) A, (w)

Lemma 3.5. Der Druck wf (B, h) ist konvex in h.

Bewers. Um zu beweisen, dass @bf (B,h) in h konvex ist, betrachten wir:

1 #
7/0% (B: ahl + (1 - Oé) h2) :m In (ZA,ﬂ,ah1+(1—a)h2)

:ﬁ ln( Z e_ﬁ'yfA#ah1+(1*a)h2 (w)) .

weﬂf

Wir benutzen zuerst die Affinitét von %\#h(w) in h (siche Lemma 3.4) und schétzen
durch die héldersche Ungleichung (siehe Lemma A.2) ab:

13



1 —a # W)= (1-a)B.s # w
wj\’t (5,0[}11 + (]- - Oé) h/2) =T ln Z e Bt}f/\,hl( )-(1 )/B”fA’hQ( )
|A| we?
A
( # a # l-«
:ﬁ In Z (eﬁjfl\vhl(w)) (65'%A,h2(°-’))
\wle
a l-«
1 a w P 2 "
gmln Z o P nn @) Z o By @)
wle wle
1 1

et (Z0,) + o (L= 0)n (22

=ay (B,hn) + (1= )¢5 (8,hs).

Satz 3.6. Der Druck im thermodynamischen Limes

h d:ef i #
(B, h) AIﬂI%Ide,B,h

ist wohldefiniert und sowohl von der Folge A | Z% als auch von der Art der
Randbedingung unabhdingig. Zusdtzlich ist ¢ konvex (als Funktion auf Rso x R) und
gerade beziiglich h.

Der Beweis zur Existenz des Grenzwertes wurde aus dem Buch von Velenik
[3, Thm. 3.6] iibernommen.

Beweis. (Existenz des Grenzwertes)
Der Beweis besteht aus 2 Schritten. Zuerst werden wir die Existenz eines verein-
fachten Grenzwertes

lim ¢, (8,h)

beweisen, indem wir zeigen, dass 1, eine Cauchy-Folge ist, wobei
n

D, = {1,2,3,---,2“}d ist. Im zweiten Schritt verallgemeinern wir diesen Beweis
auf jede Folge A f} Z¢. AuBerdem werden wir in diesem Beweis (3, h) bei der Nota-
tion weglassen, weil diese fest gewéahlt sind. Die Energie beziiglich des Wiirfels D,,,1
kann alternativ auch durch die Energie in 2¢ kleineren Wiirfeln mit halber Kanten-
lange Dfll), e Dq(fd) beschrieben werden. Die Energie kann somit umgeschrieben
werden zu

2d
@
%Dnﬂ = Z‘%ﬁi) + R, (3.4)
i=1 n

14



dabei bezeichnet R, die Energie der Spins zwischen den kleineren Wiirfeln. Man
kann sich iiberlegen, dass jede Fliche des Wiirfels D,,; aus (27*1)*" Knoten
besteht. Insgesamt enthélt R, die Energie von d - (27+1)*" Interaktionen zwischen
Spins. Daraus konnen wir die folgende Abschatzung herleiten:

|Rn| < ﬁd2(d_1)(n+1)

Eingesetzt in (3.4), erhalten wir 7% > —fd2(d-D(n+1) 4 2 ,%”D@g) und folgern

daraus eine Abschétzung fiir die Zustandssumme

2d
@ (d-1)(n+1) @
Zp,  <eP? > []exp [—,%”Ds) (w)] :

wEQDn+1 i=1

Wir teilen die Summe iiber w € Qp, ., in 2¢ einzelne Summen iiber w(® € le auf,

n+1

sodass wir
Qd @ 2d 3 ‘ ; 2d
we(%): E P [_%DS)(M)] - gwe% P [_%Dg)(w(l))] = (ZDn)
n+1 a1

erhalten, wobei wir fiir die letzte Umformung ausgenutzt haben, dass 7’ D = Z%n

ist. Analog dazu kann eine untere Grenze gefunden werden und wir haben das
Ergebnis:

24 24
—,BdQ(d_l)(n+1) z z Bd2(d—l)(n+1) %]
e Zp ) <Zp,. <e Zp | -

Wenden wir den Logarithmus an und teilen durch |D,,,| = 24"+ so erhalten wir
—(n 1 2 —(n 1 2
—6d2 (n+1) + len (ZDn) < w%m—l < 6(12 (n+1) + %ln (ZDn) .
Wir benutzen |D,,| = 29" bzw. Q/J%n = 5 In (Z%n) und folgern

WD, ., —p, | < B2 D,

Fiir ein ausreichend grofles n erkennen wir, dass wgn eine Cauchy-Folge ist, so gilt
fir alle n < m:

W5, - ¥ | < Bd z 27F=pd(2m-27m).

k=n+1
Das impliziert, dass der Grenzwert lim p, existiert und wir bezeichnen diesen
n—oo

von nun an mit 1.

Nun kommen wir zum zweiten Teils des Beweises, ndmlich den Grenzwert auf
beliebige Folgen auszuweiten.
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Abbildung 3.1.: Uberdeckung der Menge A,, aus den Wiirfeln D,ij), Abbildung aus [3, S.86]

Sei A, f} Z% also eine beliebige Folge. Wir wahlen auerdem ein festes & und betrach-
ten eine Partition von Z¢ bestehend aus regelmafig angeordneten und disjunkten
Mengen Dj,. Deswegen kénnen wir fiir jedes n eine minimale Uberdeckung der A,,
aus den Elementen DY der Partition finden, und es gelte [A,] €' U; DY

Wir nutzen die Abschatzung

¥, — Y] < + g, — Y. (3.5)

%] %] %] %]
Un, ~ 2”[An]‘ + ’w[m ~¥p,

Zunéchst sei € > 0. Im ersten Teil dieses Beweises haben wir gezeigt, dass w%k -1

fir k - oo gilt, so existiert ein kg abhéngig von 3,h und ¢, sodass W%k - ¢| < 5 fur
alle k > ky.

. %) . .
Wir berechnen nun w[ A indem wir
n

%] %]
Ay = X Aoy + W
J

schreiben, wobei W), die Energie aller Interaktionen zwischen den D,(Cj ) bezeichnet.
Dieses W, wollen wir durch eine kleine Uberlegung abschitzen. Jeder Wiirfel
D,(j ) besitzt maximal an 2d Seiten des Wiirfels Interaktionen zu anderen Wiirfeln.
Jede Seite von D,gj ) besteht aus (2¢)"" Knoten und besitzt somit auch (25)"
Interaktionen nach auffen. Dadurch erhalten wir folgende Abschétzung:

|W|<B|E ?|2d(2k) = Bd27FH[A,]|. (3.6)

Hierbei miissen wir beachten, dass |[‘ || die Anzahl der Wiirfel D(J ) bezeichnet, die
benotigt werden um A,, zu iiberdecken. Mit den gleichen Schrltten wie bei R, im
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ersten Teil des Beweises folgt, dass ein k; abhéangig von 5 und ¢ existiert, sodass

< Bd2 L <
b 3

@ 1%
w[An] - ¢Dk

erfillt ist fir alle k& > k;. Damit beide Z-Abschiatzungen erfiillt sind, sei

k > max {ko, k1 }. Von nun an sei A, % [A,]\A,. Jeder Knoten besitzt 2d Kanten
zu Nachbarn und fir die Abschétzung habe jede Kante den maximalen Wert 1. So
erkennen wir, dass

o] %)
12 - | DI o7
erfillt ist. Daraus folgt
Z@ _ —jff(i ](w)
[An] - Z e n

WEQ[An]

- Z 6_%/&,(‘”\/\”)6%1\@71(w‘An)_jg)[in](w)
UJEQ[An]

< T (o)A
WEQ[ATL]

dabei bezeichnet w|, ~die Konfiguration der Knoten, die innerhalb von A,, liegen.
Wir miissen hierbei beachten, dass die Summanden nicht mehr von den Spins der
Konfiguration w auBerhalb von A,, abhingen und sich somit der Faktor 2!2»| ergibt,
dann erhalten wir

D 1]
e (@la,, ) (2dB+RDIAR] _ 9lAn| , (2dB+[h])|Ax| > e~ nn (@a,,)
WEQ[An] WEQ[AH]
%]
= aB+DIA . 77

Zusammenfassend ergibt sich

Z?An] < Zine(2d6+|h|+ln2)|An\'

Analog dazu kénnen wir ebenso eine untere Grenze fiir Z?An] finden und es folgt

Zine(—2d6—|h|+ln2)|An\ < Z?An] < Zine(2d6+|h|+ln2)|An\'

Schiitzen wir die linke Seite der Gleichung mit Z e(-248-Ih-n2)lAul nochmals nach
unten ab und benutzen, dass A, maximal |0™A,||Dy| Kanten enthélt, da durch
jeden Knoten aus d™A,, maximal D; Kanten in A, resultieren. So erhalten wir
nach einigen Umformungen:

InZy -z, <

O™ A,| Dy (2dB +|h| +1n2).
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Nun teilen wir durch |A,|, benutzen die Definition fiir ©/° und es folgt

e | 0mA
A1 Y| < A

Yn — |Dy| (2df3 +|h| +1n2). (3.8)

Mit Hilfe von (3.1) kénnen wir folgern, dass

0™ A |Di| ntos
Al Al

| (3.9)

gilt. Die Gleichungen (3.1), (3.8), (3.9) und die gleichméaBige Beschrénktheit von
wi (zum Beispiel durch die Schranke 2df + |h| + In2) ermoglichen die folgende
Abschéatzung

(%]

€
%Qin - ¢[An] 5

fir ein gentigend grofles n. Fiigen wir nun alle drei $-Abschatzungen zu einer
zusammen, erhalten wir fiir ein ausreichend grofies n

<

Wy -yl <e. (3.10)
O

Beweis. (Unabhdagigkeit von der Randbedingung)

Damit wir die beweisen konnen, dass der Druck unabhéngig von der Randbedingung
ist, vergleichen wir zunachst die Energie fiir verschiedene Randbedingungen. Mit
einer ahnlichen Begrindung wie bei (3.7) erhalten wir ‘%’j\n - %’jﬂ < 2df|0™mA|
fur beliebige A € Z? und 7. Das Ergebnis konnen wir analog zum letzten Beweis
umformen zu einer Aussage tiber die Zustandssummen Zi und Z7, sodass

~B2d|9™ A2 g o ~B2d|9™A|rg?
P2 |ZASZASeB | ‘ZA

gilt. Setzen wir in diese Gleichung alle A,, ein, benutzen (3.1) und verfolgen die glei-
che Strategie wie im letzten Beweis, erhalten wir das Ergebnis, dass der Grenzwert
lim g4 Y] existiert und ¢ entspricht. Analog vergleichen wir die Zustandssummen

Zi und Z3* und kommen zum Ergebnis, dass auch fiir eine periodische Randbe-
dingung lim g4 1} = ¢ gilt. O

Beweis. (Konvexitdt)
Weil laut Lemma 3.5 der Druck zﬂf(ﬁ,h) bezuiglich h konvex ist, gilt fiir jedes
te[0,1] und hy,he € R
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V(B th+ (1= h2) = lim w1 (8, thy +(1=1) h)

< Jim (161, (5.0) + (1= 1), (5,10))

: #
-t hn1(¢%,(5 hQ)—+(1—t)J%%d(¢AnUi}@))
=t¢(5>h1) (1_t)¢(/87h2)
Das beweist die Konvexitiat des Grenzwertes ¢ beziiglich h im Limes A §{ Z¢. [

Beweis. (Symmetrie)

Zu zeigen ist, dass h — (3, h) eine gerade Funktion ist. Aufgrund der Unabhén-
gigkeit bzgl. der Randbedingung reicht es dafiir zu zeigen, dass h z/zi(ﬁ ,h) eine
gerade Funktion ist. Betrachten wir dazu die Gleichung

wA(Ba h) | ’ 1H(ZAﬂ h)
= i In z exp 6 Z wWiwy — h Zwi .
|A| wedp {i7j}€(5a/‘\3’ i€

Weil in €2, sowohl w als auch —w enthalten sind, kénnen wir nun w durch -w
substituieren ohne die Indexmenge der &ufleren Summe zu verandern, so erhalten
wir

¢i(57—h)=|xl|1n > exp| Bl X (wi)(wj)hZ(wi)))

wedp {i,j}eéaf ieA
.

=mln Z exp| [ Z wiwj+h2wi) )

weQp {i.jye&y ieA

|Aﬂn(zAﬁh)
:¢A(ﬁ»h)~
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3.2. Magnetisierung im thermodynamischen Limes

Zuerst weisen wir folgende interessante Eigenschaft

Sl (6, 1) = 20k (5. h) (3.11)

nach.

Beweis.

1%(5 )_8ah|/1X| (Zi,ﬂ,h>

1 1 0 #
T Al o# AL ZA,ﬁ,h
Al Z] 5, O ( )

|/1\| ZAlﬁhah( Yoexp|f > oi(w)oj(w)+hB) oi(w) )

weQdp {zg}eéa ieA

- i%( 2 (6Zai(w))exp [—M%])

|A| ZA,Bh weQdp i€
(3 (T o))t
wep |A| i€
-olmz), "
:Bm/\(ﬁvh)'

]

Die Eigenschaft, dass mf (B, h) einen linearen Zusammenhang zu %wt (8, h) besitzt,
fithrt zu der wichtigen Frage, ob dieses Verhalten auch im thermodynamischen
Limes erhalten bleibt.

Partielle Antworten erhalten wir durch die Konvexitiat des Drucks, da wir daraus
einige interessante Folgerungen herleiten kénnen. Beispielsweise, die einseitigen

Ableitungen von h — (3, h),

1/}(67}#)_770(57}0 8’17[) (6 h)defl ¢(57h,)_¢(6’h)
h’Th B —h " Oht © wih h' —h ’

(5, h) € lim

existieren tiberall (durch 1. von Satz A.3) und sind links- bzw. rechtseitig stetig
(durch 5.). Natiirlich ist der Druck genau dann differenzierbar bzgl. h, wenn diese
zwei einseitigen Ableitungen iibereinstimmen. Daher wére es praktisch fiir diesen
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Fall die Menge

B CheR] 77/) (B, -) ist differenzierbar am Punkt h}
LoV
}

= {he ]R| o

fiir ein beliebiges 8 zu definieren. Diese Menge B wird spéter bei der Definition
der Magnetisierungsdichte im thermodynamischen Limes benutzt werden. Aus 6.
vom Satz A.3 kénnen wir noch folgern, dass die Menge B3 hochstens abzéahlbar
sein muss. Betrachten wir das Komplement dieser Menge, um die oben gestellte
Fragestellung beantworten zu kénnen.

Der Beweis wurde aus dem Buch von Velenik [3, Cor. 3.7] iibernommen.

Korollar 3.7. Fir alle h ¢ B ist die durchschnittliche Magnetisierungs-
dichte

def ;. #
m(8,h) " Tim, m({(5.h)

wohldefiniert, unabhdngig sowohl von der Folge A} Z¢ als auch von der Randbedin-
gung und erfillt

Bm(B, ) = SL(5,1) 312

Die Funktion h — m(f3,h) ist monoton steigend auf R\B . Dariber hinaus, ist die
Funktion stetig an jedem h ¢ Bg und umgekehrt ist die Funktion unstetig an jedem
he %5.

Fiir jedes h € Bg gilt aufierdem,

limm (B,h") = (B,h) hmm(ﬁ,h’) (5,h) (3.13)

Rk 8h+ h/th

Insbesondere ergibt sich, dass die spontane Magnetisierung
m’(8) =limm(3, h) (3.14)

immer wohldefiniert ist.

Beweis. Sei h € Bg, dann folgt

R N J P
%(5ah) - %iﬁ%db&(ﬁ)h) _/{}T%ld ahd)/\(ﬁ?h) _i}}%mA(ﬁah) _m(ﬁah)7

dabei folgt die zweite Gleichheit aus 7. vom Satz A.3 und die dritte von der
Gleichung (3.11).

Nun haben wir die Gleichung (3.12), die Existenz der Magnetisierungsdichte im
thermodynamischen Limes und die Unabhéngigkeit bzgl. der Folge A und auch der
Randbedingung gezeigt.
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Die Monotonie und die Stetigkeit von h — m(3,h) auf dem Definitionsbereich
R\B; erhalten wir durch 4. und 5. vom Satz A.3.

Zuletzt beweisen wir noch (3.14), dafiir wahle h € Bz und (hy),,, sei eine beliebige
Folge aus R\Bs mit hy | h (es ist moglich eine solche Folge zu wéhlen, da By
hochstens abzéhlbar ist). Mit (3.12) erhalten wir, %(ﬁ,hk) =m(f, hy) fur alle k.
Daraus folgt die Gleichung (3.14) durch (3.12) und 5. vom Satz A.3. O

Erste Definition eines Phaseniibergangs

Das Korollar 3.7 zeigt uns, dass die durchschnittliche Magnetisierungsdichte genau
dann unstetig ist, wenn der Druck nicht differenzierbar ist. Es ist folglich essentiell
diese beiden Falle zu unterscheiden, daher definieren wir:

Definition 3.8. Der Druck v weist genau dann einen Phasentibergang erster
Ordnung bei (B, h) auf, wenn h — Y(5,h) an diesem Punkt nicht differenzierbar
15t.

Im Abschnitt 6.1 werden wir einen solchen Phaseniibergang noch auf eine andere
Art und Weise definieren. Allerdings werden wir dann einen wahrscheinlichkeits-
theoretischen Ansatz benutzen.
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4. Das eindimensionale Ising-Modell

Nach den hauptsachlich theoretischen Grundlagen soll in diesem Kapitel das eindi-
mensionale Ising-Modell betrachtet werden. Dieser Spezialfall ist sehr anschaulich,
da der Druck explizit berechnet werden kann. Dadurch soll der Leser eine bessere
Einsicht in die Funktionsweise des Modells erhalten.

Satz 4.1. Es sei f € Rsg und h € R, dann ist der Druck des eindimensionalen
Ising-Modells gegeben durch

B(B,h) = B +1n (cosh (8h) +\/sinh? (8h) + e—4ﬂ) . (4.1)

Die Vorgehensweise und Teile des Beweises wurden aus dem Buch von Velenik
[3, Kap. 3.3] tibernommen.

Beweis. Wie wir aus Satz 3.6 wissen, ist der Druck unabhéngig von der Wahl der
Randbedingung und der Folge von Mengen A ff 7Z. Daher wihlen wir
A, ={0,1,---,n =1} und es sollen periodische Randbedingungen gelten. Der grofie
Vorteil dieser Annahmen ist, dass wir Z{™ ;, als Spur einer 2 x 2 Matrix darstellen
konnen. Daher schreiben wir

2= Y R
nyMy
wEQAn

n—1

wo==%1 Wn-1=%1 =0

Wir ersetzen nun jede Summe iiber w = +1 durch eine Summe iiber ¢ von 1 bis 2
und die Exponentialfunktion durch einen Eintrag aus der Matrix A

A= A Ao det [ €FBh e=B+Bh
\Ag Ayy)  \eBBh efosh

und wir erhalten die folgende Darstellung fiir die Zustandssumme:

2 2 n—1
2003 3 T

10=1  ip-1=1k=0

wobei 4, = 1g.
Um letztendlich zu der niitzlichen Eigenschaft zu kommen, dass die Zustandssumme
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AN 5, als die Spur der n-ten Potenz von A ausgedriickt werden kann, fehlt uns

noch die Gleichung
2 2 n-1
tr(An) = Z Z HAikik+1' (4'2)
i0=1  in1=1k=0
Fiir den Beweis dieser Gleichung wird die Methode der vollstdndigen Induktion
benutzt, weswegen dieser aber sehr technisch ist und im Anhang beim Abschnitt
,Beweise“ nachgelesen werden kann.
Somit folgt:
Zi‘ii&h =tr(A"). (4.3)

Um einen expliziten Ausdruck fiir diese Spur zu erhalten, bestimmen wir zunéchst
die Eigenwerte, indem wir das charakteristische Polynom von A aufstellen:

det (A= A1) = (eﬁ+ﬁh - )\) (eﬁ’ﬁh - )\) — g P*Phe=B=Bh
=\ - (€B+ﬂh + eﬂ‘ﬁh) A+ (625 - 6_26)
= A? - (2¢” cosh (Bh)) A +2sinh (28) .

Daraus bestimmen wir nun die Nullstellen und erhalten somit die Eigenwerte von

A:

A; = €7 cosh (Bh) + \/62[3 cosh? (Bh) - 2sinh (20)
=ef (cosh (Bh) + \/cosh2 (Bh) -1+ 6‘45)
=ef (cosh (Bh) + \/simh2 (Bh) + 6‘45) .

Die obige Diskriminante ist positiv, da sinh? (Bh) und e*8 positiv sind. Daraus
folgt, dass wir tatsichlich 2 verschiedene Eigenwerte erhalten haben und kénnen
die zugehorige Matrix in der Form A = BDB~! diagonalisieren, wobei D = (/\0* )f)_ )
gilt. Zusatzlich nutzen wir (4.3) und die Kommutativitdt zweier Matrizen innerhalb
der Spur tr(GH) = tr(HG) und erhalten dann

ZR 5 = tr(A") = tr(BD"B™) = tr(D") = A + A",
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h h

Abbildung 4.1.: Der Druck h — 9(8,h) des eindimensionalen Ising-Modells, analytisch in
h fir alle Temperaturen (8 = 0.2 links, 8 = 1.3 rechts), sinngemi8 aus [3,
S.90, Fig. 3.4].

+lF +1 -~

77777777777777 -1 —~1-1

Abbildung 4.2.: Die durchschnittliche Magnetisierungsdichte m(3, h) des eindimensionalen
Ising-Modells (8 gew&hlt wie in Abb. 4.1), sinngemi8 aus [3, S.90, Fig. 3.5].

Aus A, > A_ und [A,| = n folgt weiterhin

. 1 er
V(B,h) = Aljfjo m In (Zin,ﬁ,h)

1
= lim —In (A} + A"
1 n n( ++ —)

n—00

i (e (i ()
n—oo n, )\+

i L (nm (1 (2))
=In(\). +

Das beweist (4.1). O

Die explizite Formel fir die Funktion des Drucks aus (4.1) gibt uns Aufschluss
iiber die Differenzierbarkeit von h — (3, h) fiir ein beliebiges [ € Ry, die sogar
iiberall und fiir eine beliebige Anzahl von Ableitungen erhalten bleibt, somit gilt
By = @ fir d = 1. Mit Hilfe des Zusammenhangs (3.12) kénnen wir auch die
durchschnittliche Magnetisierungsdichte in einem Diagramm veranschaulichen. Wie
oben erwahnt ist A — ¢ (3, h) analytisch, folglich ist dessen Ableitung h — Sm(5, h)
und somit auch die durchschnittliche Magnetisierungsdichte h — m(3, h) analytisch
und insbesondere auch stetig. Daraus folgt m*(/3) = limpjom(8,h) = m(3,0). In
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dem Satz 3.6 wurde gezeigt, dass 1) eine gerade Funktion beziiglich h ist, also gilt
(B, h) =Y(B,—h) bzw. 0 = (5,h) —¥(B,—h). Mit einigen Umformungen folgt
5(8,0)=0.7

Das zeigt, dass die spontane Magnetisierung des eindimensionalen Ising-Modells
fiir beliebige Temperaturen 5 € Rsy den Wert 0 annimmt:

m*(f) = 0. (4.4)

Also weist das eindimensionale Ising-Modell ausschliefflich paramagnetisches Ver-
halten auf oder anders ausgedriickt, es tritt fiir keine inverse Temperatur ( ein
Phaseniibergang beim Druck auf.

Wollen wir uns nun so eine Grofie wie den Druck in héheren Dimensionen betrachten,
dann miissen wir feststellen, dass dies sehr schwierig oder sogar unmoglich ist. So
haben Forscher es beispielsweise im zweidimensionalen Modell nicht geschafft, eine
allgemeine Formel fiir den Druck herzuleiten. Aber zumindest einen Teilerfolg konn-
te Onsager verzeichnen, indem er eine Formel fiir den Druck mit der zusatzlichen
Bedingung h = 0 herleitete:

o2 2
¥ (B,0)=1n(2) + # /0 [0 In (cosh2 (28) - sinh (253) (cos 6y + cos 92)) dé, dbs
(4.5)
Die Ergebnisse konnen genauer im Artikel von Onsager [6] nachgelesen werden.
In héheren Dimensionen sind andere Methoden notwendig, um Aussagen iiber
Ising-Modelle treffen zu konnen. Im néchsten Kapitel werden wir uns mit den
Gibbs-Zustanden vertraut machen, die eine Moglichkeit zur Verallgemeinerung in
héhere Dimensionen bieten.

20 = 5 ($(B,h) — ¥ (B,-h)) = G (B, 1) = Gir (B, =h) - (=1) = G2(B,h) + G2 (8, =h).
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5. Der Gibbs-Zustand

Aus dem Druck kénnen wir nur Informationen iiber das thermodynamische Verhal-
ten von Systemen mit groem Volumen A gewinnen. Interessieren wir uns jedoch fir
die mathematischen Eigenschaften von Funktionen des Modells oder den Einfluss
von zwei zueinander weit entfernten Spins, miissen wir das Verhalten des Modells
in unendlichen Volumen verstehen.

Eine Moglichkeit dies zu verstehen, ist ein Gibbs-Mafl mit einem unendlichen
Volumen zu definieren, indem wir eine Folge A,, 1 Z¢ wahlen und dann die Hiu-
fungspunkte von Funktionsfolgen wie (,L/X; /th)n>1 betrachten. Dieser Blickwinkel
erfordert aber ein tiefer gehendes Verstindnis in sowohl der Topologie als auch in
der Maf}theorie und wiirde den Rahmen dieser Arbeit iibersteigen.

Daher widmen wir uns in diesem Kapitel einem anderen Ansatz, der ein nicht so
ausgepragtes Vorwissen benotigt. Dazu werden wir einen Zustand definieren und
spater auf den unendlichen Fall verallgemeinern. Hierbei orientieren wir uns an der
Vorgehensweise von Velenik [3, Kap. 3.4-3.6].

Definition 5.1. Fine Funktion f:Q — R heifit lokal, wenn eine Menge A € Z¢
existiert, sodass f(w) = f(w') erfullt wird, sobald w und w' auf A tbereinstimmen.
Die kleinste solche Menge A wird Trdger (oder engl. support) genannt und wird
bezeichnet mit supp(f).

Bemerkung 5.2. Sofern nicht anders gesagt, meinen wir ab sofort, wenn wir eine
Funktion mit f bezeichnen, immer eine Funktion, die von 2 nach R abbildet.

Beispiel 5.3. o (gibt den Wert des Spins beim Ursprung aus) und mp = ﬁ YieA Oi
(gibt die Magnetisierungsdichte in einer Menge A @ Z¢ aus) sind lokale Funktionen
mit dem Trager {0} bzw. A. Der Triger enthdlt folglich alle Knoten der Spins von
der unsere lokale Funktion abhdngig ist.

Bemerkung 5.4. Wir werden die folgende Ungenauigkeit fiir eine bessere Uber-
sichtlichkeit in der Notation hinnehmen:

Wenn f eine lokale Funktion ist und A > supp(f) gilt, dann ist fir jedes w' € Qa
f(w) definiert als der Wert der Funktion f, die fir jede Konfiguration w € €2, sodass
w; = w, fiir alle i € A ausgewertet wird.
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Definition 5.5. Ein Zustand (-) ist eine Abbildung, die eine beliebige lokale Funk-
tionen f, g auf eine reelle Zahl (f) abbildet, und besitzt die folgenden Figenschaften:

e Normiertheit: (1) =1.
e Positivitat: Wenn f >0, dann (f) > 0.
e Linearitdt: Fir jedes A€ R, (f + Ag) = (f) + X{g).

Der Wert (f) wird als der Mittelwert von f im Zustand (-) bezeichnet.

Bemerkung 5.6. Rufen wir uns die Definition 2.9 des Erwartungswertes zurick

ins Geddchinis: P .
(f)A”&h = Z f(w)MA,ﬁ,h(w)- (5.1)

WEQA

Dieser Erwartungswert ist beziiglich des Gibbs-Mafles sogar ein Zustand:

Die Normiertheit folgt direkt aus der Tatsache, dass das Gibbs-Maj3 pfﬁ , ebenfalls
normiert ist. Es ist ersichtlich, dass die Positivitat des Erwartungswerts gilt, weil
die Funktion f und das Gibbs-Mafs ,ujtﬂ’h positiv ist. Zuletzt folgt die Linearitdt aus
der Rechnung:

Fiir jedes X € R gilt (f+Ag)j, = lim (s MDD n,50) = o+ A9 -

Wir bezeichnen diesen Erwartungswert aus Gleichung 5.1 ab sofort als Gibbs-
Zustand mit endlichem Volumen.

Definition 5.7. Es sei A, 1 7 und (#),5, set eine Folge von Randbedingungen.
Die Folge von Gibbs-Zustinden mit endlichem Volumen ((-)imﬁ,h) . konvergie-

ren gegen den Zustand (-) genau dann, wenn

#

lim <f>An,B,h =(f)

n— 00

fiir jede lokale Funktion f erfillt ist. Der Zustand wird dann auch Gibbs-Zustand
mit unendlichem Volumen bei (5,h) genannt.

Bemerkung 5.8. Wenn wir spdter nur von einem Gibbs-Zustand reden, so ist
der Gibbs-Zustand mit unendlichem Volumen gemeint.

Jetzt wollen wir noch den Begriff der Translationsinvarianz eines Gitters definieren.
Da die eben definierten Gibbs-Zustinde auf unendlichen Gittern definiert sind,
ist es sinnvoll, die translationsinvarianten Gitter gesondert zu betrachten. Die
Translation (um j € Z%) 6, : Z¢ — 7% ist fiir i € Z¢ definiert als

. def . .
01 = 1i+].
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Translationen kénnen ebenfalls auf Konfigurationen wirken: Sei w € €2, dann ist 6w
definiert durch ot
(ij)z. = Wi—j- (52)

Definition 5.9. Fs sei f eine lokale Funktion und j € Z.¢. Fin Zustand (-) ist dann
translationsinvariant, wenn (f o 0;) = (f) gilt.

Es ergibt sich aufgrund der obigen Definitionen die Frage: Lassen sich solche Gibbs-
Zustande abhéngig von (3, h) fiir das Ising-Modell konstruieren? Der folgende Satz
wird diese Frage beantworten, indem er fiir die festen Randbedingungen n* und -,
die der konstanten positiven bzw. negativen Konfiguration entsprechen, eben solche
Gibbs-Zusténde konstruiert. Diese Zustidnde werden von zentraler Bedeutung in
den weiteren Betrachtungen sein.

Satz 5.10. Es sei 8 € Rsg, h € R und A, t Z%. Die Gibbs-Zustinde mit endlichen
Volumina und den festen Randbedingungen n* oder n~ konvergieren gegen die
Gibbs-Zustinde mit unendlichem Volumen:

();h = lim (')j\n,ﬁ,h’ ()éh = lim ();\nﬁh (5.3)

n—>0o0 n—o0

Die Zustinde (-)5, und (-),, sind nicht abhingig von der Folge (Ay), ;. Zusitzlich
sind beide translationsinvariant.

Den Beweis werden wir am Ende dieses Kapitels nachholen, sobald wir alle nétigen
Werkzeuge zur Verfiigung haben.

+

Bemerkung 5.11. Der obige Satz behauptet nicht, dass (-), und (-), verschie-
dene Gibbs-Zustinde sind. Wir werden im Kapitel 6 ,, Phasendiagramm des Ising-
Modells“ noch genauer erortern, fir welche 5 und h das der Fall sein wird.

5.1. Zwei Familien von lokalen Funktionen

Die Konstruktion von Gibbs-Zustanden basiert darauf, die Existenz des Grenzwertes

lim (f)?\nn,ﬂ,h

n—oo

fiir jede lokale Funktion zu beweisen. Das erscheint recht aufwendig, weswegen
wir dieses Problem vereinfachen, indem wir es auf eine bestimmte Familie von
Funktionen einschréinken. Das folgende Lemma bietet eine ebensolche Familie von
Funktionen, die sich besonders fiir den Einsatz von sogenannten Korrelationsunglei-
chungen, die im nachsten Kapitel eingefiihrt werden, eignet. Sei A € Z<,

oA d:efHO'j, na dgfnnj, (54)
jeA JeA
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wobei n; e % (1+0;) die Belegungsvariable bei j bezeichnet. Diese Variable n;

nimmt die zwei Werte 0 (,,nicht belegt*) oder 1 (,,belegt®) an, daher auch der Name.

Lemma 5.12. Sei f eine lokale Funktion. Es existieren reelle Koeffizienten
(fA)Acsupp(f) und (fA)Acsupp(f)’ sodass die folgenden Darstellungen madglich sind:

f= > faoa, f= 3 fana.

Acsupp(f) Acsupp(f)

Beweis. Zunachst zeigen wir die folgende Orthogonalitétsbeziehung: Fur alle B ¢ Z4
und beliebige Konfigurationen w, & gilt

2717 Z oa(w)oa (@) = 1i0-2;,vieB)- (5.5)
AcB

Dafiir nehmen wir zunéchst an, dass w; = @; fir alle ¢ € B gilt. In diesem Fall folgt
oa(W)oa (@) = [Tjeawiw; = 1, da wiw; =w? =1 fir alle i € Ac B.

Nun zum anderen Fall: Angenommen mindestens ein Knoten i € B existiert, sodass
w; # @; bzw. w;w; = —1 gilt. Dann folgt

Z oa(w)oa (@) = Z (UA(W)UA (@) + oauy (W) o augiy (@))

AcB AcB\{i}
= Z (ca(w)oa (@) +wiwioa(w)oa (D))
AcB\{i}
= Y oa(w)oa (@) (1+w@;) =0.
AcB\{i}

Fassen wir die Ergebnisse der beiden Falle zusammen, beweist das (5.5).
Nun kommen wir zum Beweis des eigentlichen Lemmas. Wir wenden (5.5) mit
B =supp(f) an und erhalten

f(w) = Z f(wl)l{wﬁw;,\ﬁesupp(f)}

wW'eQsupp(f)

= Z f(w’)Q—\SupP(fN Z UA(W)O'A((,UI)

w/Cqupp(f) Acsupp(f)

_ Z (2—|supp(f) Z f(w')UA(w,))UA(W)~

ACSpr(f) w,Cqupp(f)

Das zeigt die erste Gleichung des Lemmas mit

fAZQ—Isupp(f)\ Z fwoa(w).

W' Qupp(s)

Die zweite Gleichheit folgt aus der ersten und der Beziehung o4 = [T;c4 (2n; - 1). O

Bemerkung 5.13. Durch das eben gezeigte Lemma und der Linearitit der Zustinde
wird das Uberpriifen der Konvergenzeigenschaft von ((f)X’;ﬁ,h)ml vereinfacht, sodass
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wir die Konvergenz nur noch fiir ((UA)X';WL)

oder (<nA>7\77L17B»h)n21 fir alle A € 24
nachweisen missen.

n>1

5.2. Korrelationsungleichungen

Korrelationsungleichungen sind fiir die mathematische Analyse des Ising-Modells
unerlésslich. Wir werden sie fiir die Konstruktion von ()5 ,, (-) 5, und den Nachweis
von vielen anderen Eigenschaften benutzen.

Man kann viele solcher Ungleichungen fiir das Ising-Modell finden, aber wir werden
uns auf die zwei Bekanntesten beschrianken: die GKS- und die FKG-Ungleichungen.
Dabei werde werden wir auf das Ausschreiben der Beweise in dieser Arbeit verzichten,
da diese rein technischer Natur sind und wenig zum Verstidndnis beitragen. Die
Beweise fir die GKS- und die FKG-Ungleichungen kénnen im Buch von Velenik |3,
Kap. 3.8] nachgelesen werden.

Die GKS-Ungleichungen

Bevor wir uns den GKS-Ungleichungen widmen, wollen wir die Anschauung hinter
den Ungleichungen verstehen. Dazu stellen wir uns ein Ising-Modell fiir ein Volumen
A mit der ,,,,+““ Randbedingung vor. Wie im Abschnitt 2.2 erwahnt, begiinstigt
das ferromagnetische Verhalten des Modells die Gleichausrichtung der Spins. Daher
wird auch eher eine nichtnegative Magnetisierungsdichte innerhalb der ,+“ Rand-
bedingung begiinstigt, zumindest wenn h > 0. Sei ¢ also ein beliebiger Punkt in A,
so ist es logisch zu erwarten, dass h > 0 folgendes impliziert:

Eine dhnliche Uberlegung fiihrt zu einer weiteren Ungleichung. Falls der Spin an
einem beliebigen Knoten 7 den Wert +1 besitzt, sollte das nicht die Wahrschein-
lichkeit senken, dass der Spin an einem anderen Knoten i ebenfalls den Wert +1
annimmt. Formal ausgedriickt ergibt das

MX,,B,h (oi=1] 05 = 1)> uX,g,h (oi=1),
was noch weiter umgeformt werden kann zu
Mx,ﬁ,h (0i= L,o; = 1) > MX,M (0i= 1)#X,ﬁ,h (Uj =1).
Das ist wiederum aquivalent zu
(003) 0 2 {008 5.0 (i) A g1 (5.7)

da die Beziehung 1¢,,-1} = % (o; + 1) gilt.
Diese zwei Ungleichungen — (5.6) und (5.7) — gelten tatséchlich und entsprechen
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den GKS-Ungleichungen, die nach Griffiths, Kelly und Scherman benannt wurden.
Sie gelten sogar noch in einer etwas verallgemeinerten Form.

Satz 5.14. (GKS-Ungleichungen). Es sei A € Z%, 5 € Rso und h € R. Zusdtzlich
nehmen wir an, dass h >0 gilt. Dann folgt fiir alle A, B c A,

(UA)X,ﬁ,h >0, (5.8)

(0408 g 2(0a)h 508K 51 - (5.9)

Der Beweis kann im Buch von Velenik [3, Kap. 3.8] nachgelesen werden.

Bemerkung 5.15. Die Ungleichungen des Satzes bleiben sogar fiir die anderen

Gibbs-Zustinde mit endlichem Volumen (-)3 5, und ()}, erhalten.

Die FKG-Ungleichung

Definition 5.16. Eine Funktion f:$ - R ist genau dann monoton wachsend,
wenn f(w) < f(w') fir alle w <w' gilt.

Dabei bedeutet w < w’, dass w; < w! fur jedes i € Z? gilt. Die FKG-Ungleichung
(benannt nach Fortuin, Kasteleyn und Ginibre) gibt uns Auskunft iber das Verhalten
zweier monoton wachsenden Funktionen in einem Zustand.

Satz 5.17. (FKG-Ungleichung). Es sei A € 72, 3 € Ryg und h € R. Auferdem
stehe # fiir eine beliebige Randbedingung. Dann gilt fir zwei monoton wachsende

Funktionen f und g,
# #

<f9):3,h = (f)A,,B,h <g>A,5,h' (5.10)

Der Beweis kann im Buch von Velenik [3, Kap. 3.8] nachgelesen werden.

5.3. Folgerungen aus den Korrelationsungleichungen

Es konnen viele ntitzliche Zusammenhéange aus den Korrelationsungleichungen her-
geleitet werden. Das erste Lemma brauchen wir, um bestimmte GesetzméaBigkeiten
im thermodynamischen Limes zu untersuchen. Zunéchst fithren wir jedoch die
Einschriankung einer Konfiguration ein.

Definition 5.18. Es sei A c A € Z% und w € Qa. Dann bezeichnet
Wiz €23

die Finschrdankung von w auf die Menge A und besitzt die Eigenschaft (wlg), = wi
fur alle i € A.
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Lemma 5.19. Es sei f eine monoton steigende Funktion und Ay ¢ Ay @ Z¢. Dann
gilt fir jedes 5 € Rsg und h € R,

(f);\l,ﬁ,h = (f)Xz,ﬂ,h (5.11)

Die Gleichung bleibt fir die ,—“ Randbedingung und einer monoton fallenden
Funktion ebenfalls wahr.

Fir den Beweis benotigen wir noch eine bestimmte Markov-Eigenschaft von p{ P

Lemma 5.20. Es sei Ac AeZ4, neQ und w' € Q). Dann gilt fir alle w e QY :

FApn (w] Waa = WI\A\A) = piA g (W)

Wenn wir dabei wjy\a = w'|y\ o schreiben, meinen wir eigentlich o;(w) = w], Vi € A\A.

Beweis. Es sei A c A € Z4. Wahle die Konfigurationen n € Q und w’ € QY fest, aber
beliebig.
Fir alle w e QY gilt

Nz,g,h (M‘Aw,‘zd\A)

1A 5.1 (W\A\A = W"A\A) 7

///7\,,8,}1 (W | Wiaya = W’\A\A) =

dabei bezeichnet w5 w74, o die kombinierte Konfiguration aus w und ', sodass
diese auf A mit w und auf Z%\A mit w’ identisch ist.

Hierbei ist zu beachten, dass die Konfigurationen w und w’ auerhalb von A immer
tibereinstimmen, da beide aus 2} stammen und somit Wigap = Mzaya = W'zaa gilt.
Die Bedingung im Mafl des Nenners lautet w| aa = @Wlao weil diese Bedingung
aber keine Aussage iiber die Spins innerhalb von A trifft, konnen wir diese mit
Hilfe der Additivitat des MafBles als Summe umschreiben und Folgendes berechnen:
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n li
IR R
: 2z HA gk (@)

ekl

~ o
WIA\A=@ A\A

exp|f Y wiwj+h Y w; +5( 3 w;w;.+h > Wi
{i,j}e€l ieA {i.3}e65\ o ieA\A

> exp| S Y wiw;+h Yo
L:JEQX {i,j}eéalf\' ieA
Dlaa=w'aa

eXplﬁ( > wz-wj+h2wi)+ﬁ( > w§w§-+h 3 wz’)]

{ijes) ieA {i.g}ebi\a eMA

explﬁ( > wwi+h ¥ w;)] X ah

{i,j}e(g’/{\A ieA\A

exp| S Y wiwj+h Y w;
{ij}esh ieA

ZuA}I,ﬂ,h
——exp[-B].

wl

JAWERL

Dabei haben wir in der dritten Gleichheit im Nenner den Fakt benutzt, dass die
Spins von @ auBerhalb von A fixiert sind, sodass wir den von @ unabhingigen
Faktor vor die Summe schreiben konnten. O]

Beweis von Lemma 5.19. Aus der eben bewiesenen Markov-Eigenschaft (5.20) folgt

(f)j\l,g,h =(floi=1,Vie AQ\Alﬁ\g,,B,h'

Die Indikatorfunktion 14,-1 viea,\A,} iSt eine monoton wachsende Funktion, deswe-
gen konnen wir die FKG-Ungleichung anwenden und erhalten
(flipiat WeA2\A1}>/+\

3 3 7ﬁ’h
(f )Xl,ﬂ,h = ( -

T
1{Ui:1,VieA2\A1})A2,B,h
+
(f)zz,ﬁ,h (1{0i=17ViEA2\A1})A2’ﬂ’h K
Z T = <f>A2767h ’
(1{Ui:1,VieA2\A1}>A2,th

]

[13

Im néchsten Lemma werden wir sehen, dass die Gibbs-Verteilung mit einer ,+
bzw. ,—¢ Randbedingung die ,+“ bzw. ,,—“ Spins maximal bevorzugt werden.
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Lemma 5.21. f sei eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt fir 8 € Rso und
helR,

(Fhagn <A Rpn <P g (5.12)
fiir jede Randbedingung n € Q und jedes A € 7.

Beweis. Sei I(w) = exp[3 Yiea jeawi (1 —n;)]. Wir erkennen, dass

i~g

Z e PAAn(W) = Z 6_5ij,h(W,)](w’)

weQ} w'eQ}
gilt und fiir jedes monoton wachsende f gilt aulerdem

Z e—ﬁﬁfA,h(w)f(w) > Z e_ﬂij’h(w,)I(w,)f(wl)'

+ ’ n
weQA w'eQ

In der obigen Gleichung steht ,,>“ da Wiz 2 W'lza, 8ilt und zusammen mit der
Tatsache, dass f monoton wachsend ist, folgt auBerhalb von A dann f(w) > f(w’).
Wenn wir supp(f) ¢ A annehmen, wiirde sogar die Gleichheit fiir eine beliebige

Randbedingung 7 gelten. Weiterhin folgt dann,

Dwert e A7) f(w) 2wt e P [(w) f(w) ~ (Ify/]\,,b’,h

> =
Py € P00 P €A@Y Ve

(f)z,g,h = 2 <f)X,5,h ;

wo wir im letzten Schritt die wachsende Monotonie von I(w) dafiir benétigen, die
FKG Ungleichung anwenden zu kénnen. O

Bemerkung 5.22. Das Lemma 5.21 gilt mit der zusdtzlichen Bedingung, dass f
eine lokale Funktion mit supp(f) c A bzw. supp(f) c A, ist, auch fir die freie bzw.
periodische Randbedingung:

o +

(f>/_\,5,h < (f)A,ﬁ,h < (f)A,B,ha

(f)?\n,l,ﬁ,h < <f>£ir,ﬁ,h < (f)znfl,ﬂ,h‘

Das folgende Lemma benotigen wir unter anderem, um den Beweis fiir die Existenz
der Zusténde (-);, und ()5, nachzuholen.

Lemma 5.23. Fir jedes k € Z%, A c Z% sind die folgenden Funktionen oy, ni, na,
Y ked Nk — N g monoton wachsend.

Beweis. Fir w = w' folgt direkt, dass f(w) = f(w’) und insbesondere auch
f(w) < f(w') erfullt ist. Daher nehmen wir w # w’ an oder anders formuliert,
dass eine nicht leere Menge I c Z9 existiert, sodass einerseits w; = -1 und w} = 1
(wegen w < ') fiir alle 7 € I gilt und andererseits w; = wj fiir alle j € Z4\I.

Im Folgenden werden wir den Beweis nur fiir alle Knoten der Menge I durchfiihren,
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da fiir alle anderen Knoten die zugehorigen Spins aus w und w’ tibereinstimmen und
somit aus w; = wj direkt f(w;) = f(wj) und auch f(w;) < f(w)), fiir alle j € ZN\I,
folgt.
Fir alle 7 € I gilt

oi(w)=w;=-1<1=w!=0;(w).

Wir benutzen die eben bewiesene Formel fir o, und erhalten fiir alle ¢ € 1

ni(w) = %(1 +03(@)) < & (14 03(w")) = my(w).

N | —

Mit ny > 0 und der eben gezeigten wachsenden Monotonie von ny folgt nun auch,
dass n4 monoton wachsend ist durch

na(w) = Ilm(w) < Ilnz(w’) = na(w),

fiir alle 7 € 1.
Den Beweis zu ¥4 nk(w) —na(w) unterteilen wir in zwei Félle. Nehmen wir erst
einmal an, dass AnI = @. Daraus folgt, dass w|, = w'|, gelten muss. Damit erhalten

wir direkt
Y np(w) —na(w) = > np(w') —na(w’).
keA keA

Kommen wir nun zum zweiten Fall mit der Annahme An/ +@. Furalleie An/
gilt w; = -1 und w; =1 bzw. n; =0 und n; = 1, daher

Y onp(w)-na(w) = > np(w)+ Y ny(w)-na(w) = > np(w)+0-0= > ny(w).

keA ke A\I ieAnl keA\T ke A\I

Aus AnT # @ folgt |[AnI| > 1 bzw. |[AnI|-1 > 0. Benutzen wir das und die
wachsende Monotonie von ny, so erhalten wir

o)< Y mpw) < ) mp(w) +AnI|-1

ke A\I ke A\I keA\I
= > (W) + > n(w) —naw) =) ne(w) —na(w).
ke A\I i€Anl keA

O

Nun koénnen wir den Beweis fiir die Existenz und Translationsinvarianz von ()E b
und (-) 3 , nachholen.

Beweis von Satz 5.10. Wir nehmen die ,+“ Randbedingung an und f sei eine lokale
Funktion. Mit Lemma 5.12 und der Linearitét des Zustandes folgt

(Fhwgn= 2 Falnai gn-

Acsupp(f)
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supp(fo6;) T
H—jAn

Abbildung 5.1.: Veranschaulichung fiir den Beweis der Translationsinvarianz, Abbildung
aus [3, S.102, Fig. 3.8]

Weil die Funktion n4 monoton wachsend ist (siche Lemma 5.23), folgt zusammen
mit Lemma 5.19 fir alle A und n > 1,

(nA)Xn,a,h 2 <nA>Xn+1,ﬁ,h'

Da ein Zustand nicht-negativ ist, folgt die Konvergenz (n A)Xn g fr n — oo.
Deswegen konvergiert ( f )Xn 5., ebenfalls und wir bezeichnen den Grenzwert als

def ;.
(f);;,h = T}Hg(f)j\nﬁh
Da (f)y, s, normiert, nicht-negativ und linear ist, besitzt auch (f); , diese Eigen-
schaftenb und ist somit ein Gibbs-Zustand.

Wir iiberpriifen nun, dass dieser Grenzwert auch wirklich nicht von der Folge
A, 1 Z4 abhangt. Dafiir seien AL 1 Z< und A2 1 Z? zwei solche Folgen; zu diesen

konnen wir immer eine Folge (A,,), ., finden, sodass fiir alle k£ > 1,

Agpr c{A} |n>1}, Agc{AZ|n>1}, Ay A

Natiirlich gilt A,, 1 Z<. Weiter oben haben wir schon gefolgert, dass der Grenzwert
lim (f)A, 5, fiir jede lokale Funktion f existiert. Weil ((f >Z2k,1,6,h) 1oy €ine Teilfolge
von ((f);’\}”ﬁ’h)n21 und ((f)zmmfj,’h)k21 eine Teilfolge von (<f>/-:711757h)n21 ist, folgt

1
—> 00

6Normiertheit und Nicht-Negativitit sind klar. Bleibt noch die Linearitit: Fiir jedes \ € R,
+ . + + + +
(f+ Ag)g,h = 7}1_{20 (f)An,ﬁ,h +A (g)An,g,h = (f)g,h +A (9),3,h~
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7}1_210 <f>;—\}z,ﬁ,h = ,11_)12 (f>2k,g,h = ggg <f)7\%,,3,h
fir alle lokale Funktionen f. Das zeigt, dass der Zustand ();h nicht von der Wahl
der Folge (A;),,, abhingig ist.

Es bleibt noch die Translationsinvarianz zu zeigen. Dafiir sei f wieder eine lokale
Funktion. Fir alle j € Z? ist f o §; auch eine lokale Funktion und 6_;A 1 Z¢ mit

;A “" A +i. Deswegen folgern wir
(fo 9j>;—jAn767h = {(fo 93');% und (f)g,j/\n,@h - (f);,h (5.13)
In Abbildung 5.1 wird ersichtlich, dass (f o Qj)g,jAn,,B,h = (f)j\nﬁh gilt. Mit (5.13)

folgern wir daraus (f o 9]‘); p=Af )+7h und das zeigt die Translationsinvarianz von
();h Der Beweis zu ()éh erfolgt analog. O
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6. Phasendiagramm des
Ising-Modells

Wie vorher gezeigt konnen wir nun einen Gibbs-Zustand in einem unendlichen
Volumen definieren, z.B. mit einer ,+“ oder ,—*“ Randbedingung. Das néchste
Problem ergibt sich beim Uberpriifen, ob diese zwei Gibbs-Zustinde identisch
sind oder ob bestimmte Werte der Temperatur und dem externen magnetischen
Feld existieren, sodass der Einfluss der Randbedingung erhalten bleibt und sich so
mehrere Gibbs-Zustdnde bilden.

Die Antwort darauf erarbeiten wir uns im Laufe dieses Kapitels, dabei werden
wir eine Abhéngigkeit beziiglich der Dimension d und den Parametern  und h
feststellen. In der Mathematik ist es oft so, dass auf eine Eindeutigkeit hingearbeitet
wird, jedoch nicht in diesem Fall. Denn beim Auftreten zweier verschiedener Gibbs-
Zustédnde konnen wir das makroskopische Verhalten nicht vorhersagen. Selbst dann
nicht, wenn uns das Wissen tiber die Voraussetzungen des kompletten Systems (wie
die Menge der Konfigurationen und der genauen Energie-Funktion) zur Verfiigung
steht und wir die Parameter § und h fixieren kénnen.

Definition 6.1. Wenn mindestens zwei unterschiedliche Gibbs-Zustinde konstru-
tert werden konnen, dann sprechen wir von einem Phasentibergang erster Ordnung

bei (B, h).

Spater in diesem Kapitel (siche Satz 6.9) werden wir eine Verbindung zwischen
dieser wahrscheinlichkeitstheoretischen Definition eines Phaseniibergangs und der
bereits eingefithrten Analytischen (siche Definition 3.8) herstellen.

Nun wenden wir uns mit der Aufstellung eines Phasendiagramms fiir das Ising-
Modell dem eigentlichen Ziel dieses Kapitels zu. Das bedeutet, wir untersuchen fiir
jedes Paar ((3,h), ob es einen eindeutigen Gibbs-Zustand oder mehrere verschiedene
Gibbs-Zustande existieren. Dafiir stellen wir nun einen Satz auf, der alle dafiir
benétigten Eigenschaften zusammenfasst. Die Vorgehensweise und manche Beweise
aus diesem Kapitel stammen aus dem Buch von Velenik [3, Kap. 3.7].
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Eindeutigkeit

Nicht-Eindeutigkeit

Eindeutigkeit

Abbildung 6.1.: Phasendiagramm des Ising-Modells fiir d > 2. Die Eindeutigkeit bzw. Nicht-
Eindeutigkeit bezieht sich auf die Existenz der Gibbs-Zustidnde, Abbildung
abgewandelt aus [3, S.104, Fig. 3.9].

Satz 6.2.

1. Fiir jedes d > 1 gilt: Aus h + 0 folgt die Existenz eines eindeutiges Gibbs-
Zustandes fiir ein beliebiges [ € Rsg.

2. Fir d =1 existiert ein eindeutiger Gibbs-Zustand bei jedem (f,h) € Ry x R.

3. Wenn h =0 und d > 2, dann existiert ein 5. = 5. (d) € (0, 00) und die folgenden
Figenschaften gelten:

o [Fir < (. ist der Gibbs-Zustand bei ([3,0) eindeutig.

e [Fir > [, tritt ein Phaseniibergang erster Ordnung bei (5,0) auf, also
gilt (Vg0 # {)50-

Der Beweis von Satz 6.2 ist iiber mehrere Abschnitte verstreut. Den ersten Teil des
Beweises findet man bei Velenik unter [3, Sektion 3.7.4]. Der zweite Teil wurde schon
im Abschnitt 4 ,,Das eindimensionale Ising-Modell* bewiesen, sobald die Ergebnisse
von dort (siehe Gleichung (4.4)) mit dem Satz 6.9 in Verbindung gebracht werden.
Der dritte Teil besteht aus zwei separaten Beweisen (einerseits fir § < (5. und
andererseits fiir 5> .), die wir noch in diesem Kapitel behandeln werden.

Bemerkung 6.3. Es kann sogar gezeigt werden, dass die Findeutigkeit der Gibbs-
Zustande fir d > 2 sogar bei (53.,0) erhalten bleibt. Diese Eigenschaft werden wir
nicht beweisen, da dies eine andere Herangehensweise erfordert.
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6.1. Zwei Kiriterien fiir (Nicht-)Eindeutigkeit
6.1.1. Der wahrscheinlichkeitstheoretische Ansatz fiir

Eindeutigkeit

Warum die beiden Zusténde (-);, und (-);, hierbei so eine wichtige Rolle spielen,
wird im nachsten Satz klar gemacht.

Satz 6.4. Sei (5,h) € Ry x R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Es ezistiert ein Gibbs-Zustand bei (8, h).

2. (Vo =Dane

3. {00) 5 = (00)51-

Beweis. Wir nehmen zunachst 7 an und zeigen damit 2 . Dafiir miissen wir erken-
nen, dass 1 impliziert, dass alle Gibbs-Zustande mit verschiedenen Randbedingung
iibereinstimmt. Daraus folgt 2 .

Aus 2 folgt direkt 3, wenn wir oy in 2 einsetzen.

Wenden wir uns nun dem Beweis zu, bei dem wir 3 voraussetzen und 2 folgern. Es
sei A, 1 Z% und A € Z¢. Durch Lemma 5.23 wissen wir, dass Y ;.4 n; — n4 monoton
wachsend ist. Mit Lemma 5.21 folgt fiir alle k,

- +
(Zni—nA) S<Zni—nA>
el Ag,Bh - Vied Ag,Bih

Formen wir diese Gleichung mit Hilfe von Linearitdt um und bilden den Grenzwert
fiir k - oo, erhalten wir

Z (<n1>gh - (”z)éh) 2 (nA)E,h - (nA);;h . (6.1)

€A
Mit der Translationsinvarianz von (-);, bzw. (-),, und da 3 gilt, folgt

(1)~ () = ()~ (o) = 5 ({o0) .~ 003.) =0,

Daraus folgt, dass die linke Seite der Gleichung (6.1) verschwindet. Das impliziert
{na)sp <{nadg),-

Benutzen wir dieses Ergebnis und den Fakt, dass aus Lemma 5.21 (n A);;h > (na)g,
folgt, so ergibt sich am Ende (n4)j, = (n4)z,. Und da sich nach Lemma 5.12 jede
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lokale Funktion als Linearkombination dieser n 4 schreiben lasst, impliziert das
(f);;h = (f),, fiir jede lokale Funktion f. Daraus folgt 2.

Zuletzt nehmen wir 2 an, um [ zu zeigen. Mit Lemma 5.21 wissen wir, dass
fiir jeden Gibbs-Zustand bei (3, h), nennen wir ihn (), folgende Gleichung gilt:

(na)gn < (na)sp < (na)s, -

Fithren wir diese Formel und 2 zusammen, so erhalten wir die Gleichheit aller
drei Gibbs-Zusténde: (na)g, = (na)gz), = {(na)j,. Erneut benutzen wir Lemma 5.12,
um dieses Ergebnis auf alle lokalen Funktionen f zu verallgemeinern und folgern
(Van=0lgn= ();h und somit auch 1. O

Erinnern wir uns an die durchschnittliche Magnetisierungsdichte in A € Z¢ fiir eine

beliebige Randbedingung, die durch mi(ﬂ, h) = (mAﬁ,@h definiert war. In Satz 6.4
haben wir ein Kriterium fiir Eindeutigkeit, das ausschliellich von den Groéfien
{00)5,, und {(o0) 4, abhéngt. Jetzt ergibt sich die Frage, ob die durchschnittliche
Magnetisierungsdichte mit diesen Groflen in Verbindung steht. In der folgenden
Proposition werden wir diesen Sachverhalt genauer untersuchen.

Proposition 6.5. Fir jede Folge A f} 72, existieren die Grenzwerte
*(8,h) € lim m} (8. h), m~(8,h) € lim my (B, h
m (67 ) Alﬂréld mA(ﬂa )7 m (67 ) A}%{ﬂ”/\(ﬁ? )

und es gilt
m+(67h) = (O-())I;,h? m_(ﬁ7h) = <0-0>[_3,h’
Auferdem ist h — m* (3, h) rechtsseitig stetig und h — m~=(,h) linksseitig stetig.

Beweis. Sei A ff Z¢. Mit der Translationsinvarianz von (); , konnen wir (O'[])g L Wie
folgt umformen,

N 1 i 1 " +
<00>5,h:<W(|A|00)> :<W(ZUZ)) :<m/\n>5,h‘

Nutzen wir dieses Ergebnis und schéatzen es mit Hilfe der Monotonie-Eigenschaft
aus (5.12) ab, so erhalten wir

<‘70>;’,h = (mAn>g,h < (mAn>Xn,,8,h-

Daraus folgern wir die untere Grenze
+ .. +
< :
(ao)ﬁﬁ < hrr}"bmf (mAn)Am&h

Jetzt wollen wir noch eine Abschitzung von der anderen Seite erhalten. Dafiir sei
k>1undieA,.
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Falls i + B (k) < {i"eZ4|3jeB(k):i" =i+j} cA,, liefert uns die Monotonie aus
(5.12) zusammen mit der Translationsinvarianz,

(Uz'>/+\n,5,h s (Uz‘>i++3(k),,3,h = <00>;(k),ﬁ,h'

Falls andererseits i + B (k) ¢ A, gilt, dann schneidet der Wiirfel i + B (k) den
Rand von A. Wegen dieses Zusammenhangs kénnen wir die Anzahl der i mit
dieser Eigenschaft durch die Anzahl aller Moglichkeiten einen Knoten aus B (k)
auszuwahlen abschétzen. Multiplizieren wir das mit der Anzahl aller Moglichkeiten
einen Knoten aus |0™A,,| auszuwéhlen, ergibt sich:

> {oi)n, pn 2B (k) [07 AL,

i€eAp:
i+B(k)¢Ay,

dabei resultiert der Faktor 2 aus der Tatsache, dass wir negative Spins durch positive
abschétzen wollen und der Abstand zwischen dem Wert —1 und dem Wert 1 genau
2 entspricht. Damit ergibt sich:

+ 1

<mAn>/+\n,g,h = |An| ; (Ui>An,B,h + m ; (Ui)j\n,ﬁ,h
z+BZ’§k)ncAn z+BZEk)n¢An
|B (k)] [0™ A,
< <O'0>;(k),,8,h + 2T>

da ‘(O’())Xm 5’h| < 1. Zusammen mit der Van Hove-Konvergenz von A,, impliziert das
fir alle & > 1, limsup,, {ma, )y 4, < (00>+B(k),6,h' Nehmen wir auch gegen Grenzwert
fiir £ — oo, so erhalten wir ]}LIB) <UO>TB(k),B,h = (%)E,h- Mit der unteren Grenze vom
Anfang des Beweises erhalten wir die zu zeigende Aussage. m
Bemerkung 6.6. Aus Korollar 3.7 wissen wir, dass m*(f,h) und m(B,h) diber-

einstimmen, wenn h ¢ Bg. Betrachten wir eine Folge h | 0 in B, dann folgt mit
der obigen Proposition

m*(ﬁ) = l}ggm(ﬂuh) = I}IL{TOIWf—(ﬁ,h) = m+(670) = (UO>E,O ’

Lemma 6.7.

1. Fir alle g € Rsg ist h — (JO)E,J1 monoton wachsend und rechtsseitig stetig,
auferdem ist h — <00>é,h monoton wachsend und linksseitig stetig.

2. Fir alle h 2 0 ist § = (00)s, monoton wachsend und fiir alle h < 0 ist
B+ (00) 5, monoton fallend.

Beweis. Wir werden den Beweis nur fiir (0g)j, durchfiihren. Durch Symmetrie
kénnen wir uns die jeweiligen Eigenschaften fiir (oo),, erschlieBen.
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1. Sei A € Z“. Berechne

0 .
% (UO)A,B,h

0 1 +
<o (+— Z WONA,ﬁ,h(W))

ZA,th WEQX
_ +1 g Z woeﬁ(z{i’j}eg/f\ wiwj+h Y ien wZ 2 ( ) woe—ﬂfi&h (w)
ZA,,B,h oh we) a ZA Bih ] wer)
0
1 9h Z _ +
S woe B%”A n (W) (ﬁzwz) oh ( Aﬁh) woe B%A,h(“’)
Zigh wesrs ieh (Z} ) we}

252 Z wowmx,g,h(u))—ﬂ( (o) ABh WOHAﬁh(W)
ieA weQd} AN we}

y (z (70035 () - (z (s ) (oo)is )
= 5; (000 x s = (00)p 0 (TN 50) 5

wobei wir bei der mit * markierten Gleichheit folgende Rechnung benutzen:

;ﬁ + _ 1 ﬁ ﬂ(z{iyj}egf wiwj+h Tiep wi)
ZX,B,h oh (ZA,B,h) - ZX,ﬁ,h_ oh (w§+ e A

5 (y ) gt
7

ZX,B,h weQX ( e\
=p Z <Gi>z,6,h .

ieA

Definition der kritischen inversen Temperatur

Durch Symmetrie gilt die Gleichung (00),, = —<O'0>;’U, wenden wir zusétzlich
Satz 6.4 und Bemerkung 6.6 an, erhalten wir fiir h = 0 die Aussage, dass die
Eindeutigkeit der Gibbs-Zustande dquivalent zu der Gleichung m*(5) = 0 ist.
Lemma 6.7 sagt auerdem, dass m*(f3) = (00);70 monoton in [ ist und damit ergibt
sich folgende Definition.

Definition 6.8. Die kritische inverse Temperatur ist definiert durch

Be(d) =inf{B € Ryg : m*(B) >0} =sup{f € Ryo: m*(B) = 0}.

Hierbei ist (.(d) ein eindeutiger Wert von 3, sodass fur g > (. die Gleichung
m*(f8) =0 und fiir 5 < 3, die Ungleichung m*(/3) > 0 gilt. Es muss natiirlich noch
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untersucht werden, ob [, auch nicht-triviale Werte annimmt, beziehungsweise ob
0< 5. (d) < oo gilt. Das wird in den Abschnitten 6.2 und 6.3 nachgeholt.

6.1.2. Zusammenfiihrung der beiden Kiriterien fiir Eindeutigkeit

Der folgende Satz liefert die fehlende Verbindung zwischen den beiden Moglichkeiten
einen Phaseniibergang erster Ordnung zu definieren, die in den Definitionen 3.8
und 6.1 beschrieben wurden. Auflerdem bietet der Satz sogar eine Erweiterung
der Gleichung (3.12) auf die Werte, bei denen der Druck nicht differenzierbar
ist. Bei diesen Fallen konnen wir auf die Konvexitdt des Drucks zurtckgreifen,
die zusammen mit dem Satz A.3 die Existenz der beiden einseitigen Ableitungen
beztiglich h zusichert.

Satz 6.9. Die folgenden Identititen gelten fiir alle Werte € Ry und h € R:

oY
Oh*

(B,1) = (B,1), 56,1 = (5,1)

Zusdatzlich gilt, dass h — (B,h) genau dann differenzierbar in h ist, wenn ein
eindeutiger Gibbs-Zustand bei (3, h) existiert.

Bemerkung 6.10. Der Satz 6.9 zeigt, dass der Druck beziglich h nicht differenzier-
bar ist und zwar fir genau die Werte (3, h), bei denen ein eindeutiger Gibbs-Zustand
existiert.

Bemerkung 6.11. Das Ising-Modell auf Z® ist beziiglich 3 sogar tiberall differen-
zierbar.

Beweis. Rufen wir uns ins Gedéachtnis zuriick, dass die Menge B3, die alle Werte
von h enthélt, an denen der Druck in A nicht differenzierbar ist, hochstens abzahlbar
ist. Daher ist es moglich fiir jedes h € R eine Folge hy | h zu finden, sodass hy ¢ Bg
fir jedes k > 1 gilt. Mit (3.13) folgt

%
oh+

da m*(5,h') =m(B, k') fiir alle h ¢ B (Korollar 3.7) gilt und m* (5, h) ist rechts-
seitig stetig (Proposition 6.5) ist. Nun folgern wir mit Hilfe der Symmetrie

(ﬂah) = }Lglr}lbm(ﬂahk) = }lllkrf}llm+(ﬁvhk) = er(ﬂah):

oy O
S (B,) = =5 (B,=h) = = (8,h) = m(8,h).
Also erhalten wir die folgende Aquivalenz
o - _
%(ﬁ, h) existiert < m*(5,h) =m~ (B, h).

45



Wenden wir nun noch Proposition 6.5 und Satz 6.4 an, so erhalten wir
m*(8,h) =m~(B8,h) < (00) 5, < Eindeutigkeit bei (3, h)

und koénnen daraus die zu zeigende Aussage folgern. m

6.2. Spontane Symmetriebrechung bei niedrigen
Temperaturen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass [, (d) < oo fir d = 2 erfiillt ist. Der
Beweis fiir d > 3 verlauft analog und verwendet ebenfalls das Peierls Argument,
jedoch wird fiir dessen Verallgemeinerung auf alle Dimensionen ein betrachtlicher
Mehraufwand benotigt. Dafiir verweisen wir auf den Beweis von Bonati in seinem
Paper [2].

Sei h =0 und d =2. Um 3, (d) < oo nachzuweisen, ist es ausreichend zu zeigen, dass
d(5) nicht von A abhingt und

11450 (00 = ~1) <5(B) (6.2)

gilt, sodass 0(3) | 0 fiir 8 — oo erfiillt ist. Das hat zur Folge, dass

(003,60 = Hhs0 (90 = 1) <6(B) = 1} g0 (00 = ~1) <8(5)
=1-2u} 50 (00 =-1) <(p)
>1-20(5).

Wiirden wir also S hinreichend grofi wéhlen, sodass 1 —26(3) > 0 ist, und dann den
thermodynamischen Limes bilden, erhalten wir

m*(8) = (00)5,0 > 0.

Benutzen wir zusétzlich die Definition 6.8, stellen wir fest, dass (. < co folgt und
deswegen ein Phaseniibergang bei niedrigen Temperaturen auftritt.

Betrachten wir das zweidimensionale Ising-Modell auf A € Z¢ mit h = 0 und einer
konstant positiven Randbedingung. Sei auflerdem w € 2. Im nachsten Schritt
werden wir die Energie-Funktion zu einer Darstellung umformen, welche die entge-
gengesetzte Ausrichtung zwei benachbarter Spins besonders hervorhebt:

%\75’02—5 Z 0;0; :—B‘glﬂ-‘rﬁ Z (1_0i0j)- (63)

{ijrest {ijest

Zu jedem i € Z? betrachten wir das abgeschlossene Einheitsquadrat, das um i
zentriert ist,

i [ e R (6.4)
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Abbildung 6.2.: Darstellung einer Konfiguration w des zweidimensionalen Ising-Modells in
einem endlichen Volumen A mit ,,+“ Randbedingung und der dazugehori-
gen Menge 0.4 (w), Abbildung aus [3, S.110,Fig. 3.10]

Der Rand (im Sinne der Standardtopologie auf R?) von .#; wird bezeichnet mit
0.%;. Diesen kann man als Kanten des um (%, %) verschobenen Gitters

2272+ (L, 1) = {(in+ i+ 1) | (4n,00) € 22}
auffassen. Wir bemerken hierbei, dass eine Kante des verschobenen Gitters genau ei-
ne Kante des Urspriinglichen schneidet. Somit kénnen wir uns zu jeder Konfiguration
w € (1} die Menge
MW)E U A
teAio;(w)=-1

definieren, sodass 0.4 (w) aus den Kanten des verschobenen Gitters Z?2 besteht.
Zudem gilt die Aussage (siehe Abb. 6.2), jede Kante aus 72 trennt zwei entgegenge-
setzte benachbarte Spins: o;(w) # 0j(w). Deswegen kénnen wir die Gleichung (6.3)
umformen zu:

Hpow) ==Bl&E+ > 1-ww;=-B|&5+ > 28=-B|65|+2810.4(w)],

{i,jyes {i,j}esh:
WiFw;

(6.5)
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wobei |0.#4 (w)| die Anzahl der Kanten ist, die in 0.4 (w) enthalten sind.
Wir wollen die Menge 0.7 (w) in disjunkte geschlossene Wege oder auch disjunkte
Zyklen zerlegen. Wie wir in Abbildung 6.2 aber sehen, ist das an den Knoten von
72 an denen 4 Kanten von 0.4 (w) zusammenlaufen nicht eindeutig moglich. Daher
wenden wir an den betroffenen Stellen die folgende Verformungsregel an:

I

—

Abbildung 6.3.: Verformungsregel fiir 4 zusammenlaufende Kanten von 0.4 (w), Abbildung
aus [3, S.111, Fig. 3.11]

Dabei nehmen wir an, dass diese Verformung die Langen der Kanten von Z2 nicht
verandert.

Wie wir in Abbildung 6.4 sehen, haben wir fiir 9.4 (w) eine Zerlegung in n disjunkte
Zyklen ~; gefunden:

OM (W) =71 U Uy,

Sei I'(w) = {71, -, 7n}. Die Lénge || eines Zyklus 7 definieren wir durch die Anzahl
der Kanten aus dem verschobenen Gitter Z2. Zum Beispiel ist |y;]| = 12 (siehe Abb.
6.4).

Benutzen wir die obigen Notationen und die Gleichung (6.5), konnen wir die Energie
einer Konfiguration w € 2 in Abhangigkeit ihrer Zyklen beschreiben:

Higo(w) ==Bl&x[+28 3 hl.

vel'(w)

Eine dhnliche Darstellung ergibt sich fiir die Zustandssumme:

Zigo=¢l S0 T e, (6.6)

weQ} vel'(w)

dabei nimmt das Produkt den Wert 1 an, falls die Menge I'(w) leer ist. Mit diesen
zwei Gleichungen kénnen wir auch das Gibbs-Mafl umschreiben zu:

6_'/'1;3’0(“’) H’yer(w) 6_26‘7‘

() = - - (67)
M50 Zy 50 Ywear [her(w) € 2811

Um an dieser Stelle im Beweis voran zu kommen, benutzen wir das Peierls Argument.
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Abbildung 6.4.: Die Zyklen ~;, die wir mit Hilfe der Verformungsregel erhalten haben, von
der zugehorigen Konfiguration aus Abb. 6.2, Abbildung aus [3, S.112, Fig.
3.12]

Peierls Argument

Wir betrachten das Quadrat B(n) = {-n,---,n}”. Um die Wahrscheinlichkeit
“E(n), B,O(UO = —1) besser zu verstehen, machen wir uns bewusst, dass jede Konfigu-
ration w € Q7+ mit der Eigenschaft 0o(w) = -1 mindestens einen Zyklus (um
genau zu sein, eine ungerade Anzahl von Zyklen) besitzen muss, der den Ursprung
umgibt.

Um das formal etwas genauer zu fassen, bemerken wir, dass jeder Zyklus 7 € I'(w)
in R? zusatzlich beschréankt ist und somit den Raum R? in zwei Bereiche unterteilt.
Einer der zwei ist das Innere des Zyklus, das wir als Int(y) (wegen des englischen
sinterior*) bezeichnen. Deswegen kénnen wir schreiben:

1By 50000 = =1) < pp 50(37x €T Int(7.) 3 0) < 1 ; | ONE(")WB,O(F 37,).
Y Int (yx )2

Lemma 6.12. Fir alle € Rso und jeden Zyklus v, gilt

Bny 50T 2 %) < e720el, (6.8)

Die Abschétzung (6.8) zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fir ein Auftreten eines
bestimmten Zyklus geringer wird, sobald 8 zu grofl oder der Zyklus zu lang wird.
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Beweis. Aus (6.7) folgern wir

s~ T i) 69
weQB(n):

T'(w)avs

-28174] LT (@)>ys [yer@nfr =2

Yo Ther) €722

=€

Jetzt werden wir zeigen, dass die Gleichung (6.9) von oben durch e=2%+| beschrénkt
ist, indem wir folgern, dass der Nenner grofier gleich dem Zahler ist. Dafiir definieren
wir uns zu jeder Konfiguration w mit der Eigenschaft I'(w) 3 7., die dazugehorige
Konfiguration &(7,), die wir beim , Entfernen von +,“ bzw. dem Umdrehen aller
Spins innerhalb von +, erhalten:

(@(1.)), {“ e

Wi sonst.
Eine wichtige Beobachtung ist, dass die Menge aller Zyklen von &(7.) genau
T'(7.)\ {7+ } entspricht, selbst wenn ein Zyklus andere Zyklen enthalt. Zudem sei
Q(%) die Menge der Konfigurationen, die durch das Entfernen von v, aus einer
Konfiguration, die v, noch enthielt, gewonnen wurde. Wir folgern

Z H 2611 = Z H 2811

wil'(w)oy« vel (W)\ {7+ } @eQY(y+) V(D)

Da an die Menge Q(%) zusatzliche Einschrankungen, im Gegensatz zu der Menge
5, gestellt sind, konnen wir folgern, dass die Summe tiber & € Q(v.) kleiner als
die Summe iiber alle w € Qg(n) ist. Damit erhalten wir:

Loy herpngry €20

< _26|’Y*|.
Zw n'yeI‘(w) e=2Ahl =°

ME(H),B,O(F S ’}/*) = 6_25"7*

]

Bemerkung 6.13. Die Operation, dass wir alle Spins innerhalb eines Zyklus
umgedreht haben, ist nur moglich, da wir die Symmetrie-Eigenschaft des Ising-
Modells bei h =0 ausgenutzt haben (sieche 2.2 und 2.8).

Wir benutzen die eben bewiesene Ungleichung (6.8), um die Summe iiber alle
Zyklen, die den Ursprung umgeben, abzuschatzen. Der kleinste Zyklus mit dieser
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Eigenschaft besitzt eine Linge von 4, somit erhalten wir

Koy poloo==-1)= Y e
’Y*:Int('y*)go

S
k>4 ~,:Int (v« )30
Iy«|=k

= 3 e (o | Tnt(7.) > 0, | = £

k>4

wobei # die Anzahl der Elemente einer Menge angibt.

Jetzt wollen wir uns tiberlegen, wie viele solcher v, es gibt. Ein Zyklus der Lénge
k, der den Ursprung umgibt, muss zwangslaufig einen Knoten aus der Menge
{(u-3%,4)|u=1,-]%]} enthalten.” Jedoch ist die Anzahl der Zyklen der Linge k
beginnend von einem bestimmten Knoten maximal 4-3%-1, da bei der ersten Kante
4 Moglichkeiten zu Verfiigung stehen, aber fiir die restlichen k£ —1 Kanten nur noch
3 Moglichkeiten existieren, weil eine Kante nicht doppelt verwendet werden kann.

Deswegen ergibt sich die Abschitzung

# {7y 1 Int(7.) 20, |y =k} < & 4.3

Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir

Wy p0(00=—1) < 23 k3Fe 2 £ 5(3). (6.10)

k>4

Wenn 3 geniigend gro8 ist, sodass 3e~28 < 1 erfiillt ist, folgt daraus die Konvergenz
der Reihe in (6.10). AuBerdem gilt §(/5) | 0 fir 8 — oo. Letztendlich folgt (6.2) und
damit auch £.(2) < oo.

6.3. Spontane Symmetriebrechung bei hohen
Temperaturen

In diesem Kapitel werden nur einen Ansatz geben, um £, (d) > 0 fir alle d > 1 zu
beweisen. Ahnlich wie bei dem Beweis im letzten Kapitel werden wir die Energie-
Funktion und die Zustandssumme umschreiben, sodass wir bei kleinem [ niitzliche
Folgerungen ableiten konnen.

Weil 0;0; nur die beiden Werte +1 und —1 annehmen kann, erkennen wir, dass
deshalb die folgende Identitéat gilt:

€717 = cosh(3) + 030 sinh(3) = cosh() (1 + tanh(5)o;0;) -

7| z] entspricht der groften ganzzahligen Zahl, die kleiner oder gleich z ist.
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Deswegen gilt fir jedes A € Z? und w € QF,

e o) =TT efri@i) = cosh(B)Al T (1 +tanh(B)wiw;).  (6.11)
{i.jye6} {i.jyes}

Lemma 6.14. Fir eine nicht leere, endliche Menge & gilt

[T+ fe)) =X [T £(e). (6.12)

ees Ec& ecE

Dabei gilt falls das Produkt leer ist, entspricht es dem Wert 1.

Da die Beweismethode der vollstandigen Induktion angewendet wird, ist der Beweis
rein technisch und wird deswegen im Anhang unter ,Beweise“ zu finden sein.
Setzen wir (6.12) in (6.11) ein und tauschen die Reihenfolge der Summen, so
erhalten wir

Zis0= ). cosh(B)lAl > [ tanh(B)wiw; (6.13)

weQX Ecéaf\ {i,j}eE

= cosh ()] 3 tanh(B)F Y [] wiw;.

Bcét weQt {ij}eE

Das Produkt tiber {7, 5} € E, sortieren wir um, sodass wir ein Produkt tiber alle i € A
erhalten und benutzen danach den Fakt, dass man die Summe und das Produkt
tauschen kann, wenn man die Summe iiber w € 0} in einzelne Summen tiber w; = +1

aufteilt: NGB )
WiW; = w; b = w; n 6.14
wgl:x {z,]l_}[eE ’ w%}’\ zEHA zeHA w;bl ( )

wobei N (i, F) die Nachbarschaftszahl® ist: N(i,E) = #{jeZ%|{i,j} € E}. Wir
betrachten die innere Summe der Gleichung (6.14) etwas genauer und stellen fest:

7

> WNGE) _ 2 wenn N(i, E') gerade ist,
0 sonst.

wi;==+1

Daraus folgern wir:

[T«

e\ wi=+1

(6.15)

NGLE) _ 2A1 wenn N (i, E) gerade ist fiir alle i € A,
0 sonst.

8Die Nachbarschaftszahl N (i, E) gibt tatsichlich Anzahl der Nachbarn des Knotens i beziiglich
der Kantenmenge E an.
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Setzen wir (6.15) und (6.14) in die Gleichung (6.13) ein, erhalten wir die Hochtem-
peraturentwicklung der Zustandssumme:

ZX’M = 2l cosh(6)|gff\| Z tanh(ﬁ)'E‘,

+,gerade
Ee€

dabei ist

@ eerade f {Ec & | N(i,E) ist gerade fiir alle i € A} .

Mit Hilfe dieser Entwicklung ist es moglich eine ahnliche Darstellung fiir (00)27 502U
finden. Diese Darstellung kann dann von beiden Seiten abgeschatzt werden, sodass
man die gewtlinschte Aussage .(d) > 0 iiber die kritische inverse Temperatur erhélt.
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A. Anhang

A.1. Satze

Lemma A.1. (Hoéldersche Ungleichung). Fir alle (xy1,--,2,), (Y1, Yn) € R® und
p,q>1, sodass -+ =1, dann gilt

n n 1/p n l/q
Sl < (z |xk|p) (z w) . (A1)
k=1 k=1 k=1

Wir bezeichnen eine Doppelfolge (am,n)m,na als monoton wachsend, wenn
m<m/ n<n = gy < Gy

und monoton fallend, wenn (—am,n)m,n21 monoton wachsend ist. Auflerdem nen-
nen wir eine Doppelfolge von oben beschriankt (bzw. von unten beschrinkt),
wenn eine Schranke C' < oo existiert, sodass ap,, < C (bzw. a,,, > -C) fir alle
m,n > 1 erfiillt ist.

Lemma A.2. (am,n)m w1 S€EL €ine monoton wachsende und von oben beschrinkte
Doppelfolge. Dann folgt

lim lim ap,, = lim lim @, = lim  an,, = sup{am, :m,n > 1}. (A.2)

m—>00 N—>00 n—>o0 MmMm—>00 m,n—>oo

Die einseitigen Ableitungen einer beliebigen Funktion f seien definiert durch

O f(z) = % def lim 1) = Jz) (Zz - i (@), (A.3)
9 f(x) = % def lim ACHPIC)) (Zi - i (2) (A.4)

Diese sind fiir konvexe Funktionen immer wohldefiniert und erfiillen dartiber hinaus
noch die folgenden Eigenschaften:
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Satz A.3. Sei f:1 - R konvex. Dann gelten
1. 0*f(z) und O~ f(x) existieren an allen Punkten x € I.
2. 0 f(x) <0t f(x), fir alle x € I.
3. 0t f(y) <0 f(y), fir allex <y in I.
Ot f und O~ f sind monoton steigend.
Ot f ist rechtsseitig stetig, O~ f ist linksseitig stetig.
{x:0"f(x) # 0" f(x)} ist hochstens abzdihlbar.

NS o

Sei (gn) sy €ine Folge konvexer Funktionen von I nach R, die punktweise
gegen eine Funktion g konvergieren. Wenn g am Punkt x differenzierbar ist,
dann gilt lim 0*g, (z) = lim 0-g, (z) = ¢' ().

n—o00 n—oo

Der Beweis ist im Anhang des Buches von Velenik [3, S. 482-484] zu finden.

A.2. Beweise

Aus dem Kapitel 4 ,,Das eindimensionale Ising-Modell*“ muss noch die Gleichung
(4.2) bewiesen werden:

2 2 n-1
tr(A") = > > [T Aiipar-
io=1  ip_1=1 k=0

Beweis. A sei eine reelle 2 x 2 Matrix. Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis
widmen, zeigen wir zunachst die Gleichung

n-3
(A") gk = Zl Z 1Aﬂo (H zmim+1) Ai, ok, (A.5)
0 Gp—2= m=0

fur alle n > 2.

Vollstandige Induktion iiber n

Der Induktionsanfang ist fiir n = 2 durch zu fithren, deswegen tiberprifen wir

A2 = A Ay + Ay AnAig + AjpAgo %
Ag1 Ay + A Ay At Ara + AxAsgo ]

Wegen des Induktionsanfangs kénnen wir die Induktionsvoraussetzung (kurz: IV)

annehmen. Diese besagt, dass fiir mindestens ein n’ € N die Gleichung (A.5) gelte.
Nun miissen wir daraus die Giiltigkeit der zu zeigenden Gleichung fiir n =n’ + 1
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folgern.

(An’+1)jk - (An’ A)jk
2
= Z (An’)ﬂl Az’k
/=1

v [ 2 2 n'-3
= Z 21 Z (Ho Azm2m+1) iy | Ak
i0= nf-1=1 m=
2 2 2 -3
= Z Z Z ( lm2m+1) A; oAk
i0=1 i,r_1=14/=1 =0

Benennen wir den Index i’ zu 7, um und erweitern das Produkt bis m =n/-1, so
erhalten wir (A.5) fiir n =n’+ 1. Daraus folgt die Gleichung (A.5) fiir jedes n > 2
und somit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.

Mit der Gleichung (A.5) konnen wir, fiir 4, = ig, folgende Darstellung fiir die Spur
erhalten:

o $Ee %

_3=1

(ﬁAwmﬂ) in1j = Z Z (1‘[ Awm) (A.6)

i0=1 ip—1=1

Das zeigt die Gleichung (4.2). O

Zudem muss ein Beweis aus dem Abschnitt 6.3 ,,Spontane Symmetriebrechung bei
hohen Temperaturen“ nachgeholt werden. Zu zeigen ist, dass die Gleichung (6.12)

[T+ fe)) =2 [1f(e). (A7)

eeé Ecé& eeE
fiir jede nicht leere, endliche Menge & erfiillt ist.
Sei n=|&| und & = {ey, -, e,}
Volistandige Induktion iiber n

Beweis. Uberpriife die Gleichung (A.7) fiir ein n € N. Fiihre den Induktionsanfang
fiir n =1 durch:

[T Q+fle))=1+fle)= > [lf(e) v

ee{e1} Ec{e;}ecE

Wegen des Induktionsanfangs konnen wir die Induktionsvoraussetzung (kurz: IV)
annehmen. Diese besagt, dass fiir mindestens ein m € N die Gleichung (A.7) gelte.
Nun miissen wir daraus die Giiltigkeit der zu zeigenden Gleichung fiir n = m + 1
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folgern.
Sei & = {61,"'76m+1}.

[TA+f(e) =+ flemn)) [ (1+f(e))

el ee&\{em+1}

I=V(1+f(€m+1))-( > Hf(e))

Ec&\{em+1} ecl

= Y TIfe+ X TLfE)f(eman)

Ec&\{em+1} el Ecé&\{em+1} eeE
= > [lfe)+ X T1f(e)
Ec&: ecE Ec&: eckE
6*m-+—1¢E em+1€E
=2 [
Ec& ecE

Das zeigt die Gleichung (A.7) fir alle n e N.
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